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前 š 


在 从 19 世纪 向 20 世纪 转折 的 时 期 , 分析 数学 中 出 现 了 抽象 化 的 趋势 , 探求 其 
中 结论 与 方法 的 一 般 性 和 统一 性 是 它 的 突出 特点 ， 泛 函 分 析 就 是 在 这 一 进程 中 产 
生 的 . 这 一 趋势 的 出 现 并 不 是 偶然 的 ， 一 方面 它 反映 了 数学 中 积累 的 素材 已 经 足 
BER, 并 且 不 同学 科 (包括 经 典 分 析 、 变 分 学 、 积 分 方程 等 ) 的 某 些 对 象 之 间 显 示 
了 思想 上 和 方法 上 的 相似 之 处 ,需要 加 以 归纳 、 整 理 和 总 结 . 另 一 方面 它 反映 了 -种 
愿望 ， 建立 一 套 理论 ， 能够 对 已 有 的 或 将 要 出 现 的 同 种 类 型 的 对 象 运用 统一 的 广 
法 去 处 理 . 这 些 愿望 由 于 早期 在 数学 物理 和 量子 力学 等 学 科 中 的 成 功 运用 而 得 到 
有 力 的 支持 ， 事实 证 明 这 些 类 型 通常 就 是 具有 代数 结构 和 拓扑 结构 的 集合 ,而 这 
里 的 方法 则 是 代数 的 、 几 何 的 、 分 析 的 以 及 不 断 引入 的 新 方法 的 综合 运用 . JLH 
年 来 的 历史 告诉 我 们 , 泛 函 分 析 在 其 发 展 过 程 中 保持 了 这 一 特色 和 风格 , 它 不 断 地 
从 其 他 学 科 领 域 吸取 新 鲜 材料 ， 通 过 加 工 和 升华 形成 带 系统 性 的 新 的 思想 和 方法 ， 
然后 应 用 到 更 广泛 的 范围 内 去 解决 理论 的 和 应 用 的 问题 . 这 就 无 怪 乎 纯粹 数学 和 
应 用 数学 的 几乎 所 有 学 科 都 和 泛 函 分 析 有 着 广泛 的 联系 .从 微分 方程 的 现代 理 
论 、 调 和 分 析 、 随 机 过 程 与 随机 分 析 学 、 计 算数 学 、 副 近 论 、 规 划 与 优化 、 控 制 
论 、 现 代 物理 到 计算 机 科学 、 生 物 数学 、 经 济 数学 等 无 不 渗透 着 泛 函 分 析 的 思想 
与 方法 . 时 至 今日 , 泛 函 分 析 已 形成 内 容 丰 富 、 方 法 系统 的 理论 体系 , ENEE 
懿 地 发 展 着 , 同时 也 是 从 事 数学 理论 研究 和 实际 应 用 的 人 们 不 可 缺少 的 一 门 学 科 . 

对 于 泛 函 分 析 的 内 容 可 以 作 不 同形 式 的 分 类 ， 如 依照 所 研究 的 算 子 是 否 为 线 
性 区 分 为 线性 泛 函 分 析 与 非 线性 泛 函 分 析 ， 也 可 以 依照 基本 空间 的 拓扑 性 质 分 为 
度量 空间 上 的 和 一 般 拓扑 空间 上 的 泛 函 分 析 . 但 就 实质 而 言 , 泛 函 分 析 应 该 包括 
三 部 分 内 容 ， 空 间 理论 、 算 子 理论 以 及 作为 二 者 与 其 他 学 科 相互 联系 的 应 用 ， 三 
者 有 机 地 结合 在 一 起 . 本 书 是 为 高 年 级 大 学 生 编写 的 教材 , 由 于 讲授 时 间 所 限 , 仅 
限于 讲解 度量 空间 上 的 和 线性 的 泛 函 分 析 . 希望 以 简短 的 篇 幅 叙 述 这 一 领域 的 基 
本 思想 和 方法 ， 并 提供 给 相关 学 科 基本 的 工具 ， 以 便 应 用 

我 们 一 开始 (第 1 章 ) 便 铺 开 了 度量 空间 、 赋 范 空间 与 内 积 空间 的 公理 体系 并 讨 
论 它们 彼此 的 联系 , 介绍 了 度量 空间 目的 点 集 拓 扑 和 赋 范 空间 的 结构 知识 ， 对 于 


ü. 前 言 


泛 函 分 析 的 基本 定理 (第 2 章 )， 包 括 关 于 有 界线 性 算 子 和 有 界线 性 泛 函 的 主要 结 
ë, 我们 给 出 了 尽 可 能 广泛 的 表述 形式 和 尽 可 能 简捷 的 证 明 . 较为 详细 地 介绍 了 
Banach 空间 与 其 一 次 、 一 次 共 思 e 空 间 的 相互 关系 以 及 由 此 引申 出 的 序列 的 弱 收 
敛 、 弱 * 收 敛 性 质 ,对 于 自 反 空间 和 一 致 凸 空间 也 做 了 扼要 的 介绍 (第 3 章 ). 在 一 
般 赋 范 空间 的 结构 之 外 ， 讲 述 了 Hilbert 空间 的 几何 结构 ， 即 正 交 基 、 正 交 投 影 、 
算 子 与 泛 函 的 特殊 表现 形式 (第 4 章 ). 最 后 , 第 5 章 简要 地 叙述 了 有 界线 性 算 子 的 
谱 的 属性 ， 紧 算 子 、 自 伴 算 子 的 谱 论 以 及 谱 表示 问题 . 此 外 , 书 中 每 章 末 设 有 一 定 
数量 的 习题 , 除了 通过 练习 掌握 解 题 方法 外 ， 有些 习 题 还 提供 了 可 资 参考 的 例子 . 

本 教材 着 意 加 强 基础 理论 的 讲解 ， 在 突出 基本 理论 框架 的 同时 有 重点 地 介绍 
了 对 于 其 他 学 科 的 应 用 . 以 简短 的 篇 幅 叙 述 这 一 学 科 的 基本 理论 并 以 适当 的 深度 
尽力 挖 据 其 中 的 思想 与 方法 是 本 书写 作 的 初衷. 书 中 有 重点 地 选择 不 动 点 定理 、 
最 佳 逼 近 问 题 、 积 分 方程 、 微 分 方程 的 适 定 问题 以 及 Fourier 分 析 中 的 某 些 问题 
做 了 介绍 ， 从 中 可 以 了 解 泛 函 分 析 对 于 其 他 学 科 的 应 用 .另外 本 书 还 引进 了 几 点 
较为 现代 的 内 容 , 如 关于 Schauder 基 、 关 于 一 致 凸 空间 的 叙述 等 . 事实 上 , 这 些 
内 容 的 进一步 扩展 会 带 来 泛 函 分 析 理论 的 深化 和 十 分 广泛 的 应 用 . 作者 这 样 做 的 
目的 除了 强调 它们 本 身 的 知识 内 容 以 外 , 还 希望 引起 读者 进一步 学 习 和 研究 的 
兴趣 . 

本 书 是 在 作者 多 年 授课 使 用 讲义 的 基础 上 修订 而 成 的 . 此 次 出 版 对 于 书 中 内 
容 做 了 新 的 修正 、 补 充 和 调整 . 在 本 书 撰写 和 出 版 过 程 中 , 不 少 专家 、 同 事 曾经 提 
出 过 宝贵 的 意见 和 建议 ,尤其 是 侯 友 良 教授 、 王 茂 发 博士 在 使 用 本 教材 的 过 程 中 
都 提出 过 具体 的 建议 ， 作 者 借 此 机 会 一 并 向 他 们 表示 衷心 的 感谢 ! 对 于 书 中 错漏 
之 处 , 还 望 读者 给 予 批评 指正 . 


作 者 
2005 年 8 月 
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第 1 章 ”线性 赋 范 空间 


正如 前 言 中 所 提 到 的 , 泛 函 分 析 的 基础 建立 在 集合 的 两 种 结构 之 上 , 一 种 是 代 
数 结构 即 线性 结构 ， 另 一 种 是 拓扑 (本 书 中 体现 为 度量 ) 结构 . 本 章 将 首先 介绍 线 
性 空间 、 度量 空间 、 赋 范 空间 、 内 积 空 间 的 公理 系统 , 讨论 它们 之 间 的 相互 关系 ; 然 
后 给 出 某 些 经 典 的 赋 范 空间 的 例子 ; 在 此 基础 上 叙述 度量 空间 的 两 个 重要 概念 一 一 
完备 性 和 紧 性 , 以 及 它们 的 某 些 应 用 . 本 章 提供 了 全 书 的 基础 知识 . 


1.1 ”线性 空间 与 度量 空间 


RHA S 代表 标量 域 , 即 实数 域 R 或 复数 域 C. 

定义 1.1.1 设 关 是 某 个 集合 , 其 中 规定 了 两 种 运算 (“加 法 ”与 AR), 使 得 

(1) X 关于 加 法 构成 交换 群 . Yz,y € X, 存在 ue X, 称 久 为 z 与 y 之 和 , 记 为 
u=x+y, 满足 Vz,y,z € X, 

Dr+y=y+r. 

Q r+(y+2z)=(r+y)+2z. 

© 存在 0exX, 使 得 YzeX,z+0=7. 

@ 对 于 每 个 ze X, PE r e XE r+ z'= 0. Wor = r, Wor J z 的 
负 元 . | 

(2) 数 乘 运算 可 行 : Vz c X, o € $, 存在 ve X, Rov 为 o 与 z 的 积 , 记 为 
u= oz, 满足 Vz,y € X, o,B c %, 

@ 1z = z. 

@ o(Az) = (eB)z. 

© a(z +y) = asz + ay, (a + B)z = oz + Bz. 
则 称 X 是 线性 空间 或 向 量 空 间 , 其 中 的 元 素 称 为 向 量 ， 

当 =R it, 称 六 是 实 线 性 空间 . 

"4 $ = C 时, # X 是 复线 性 空间 ， 

线性 空间 的 子 集合 E, 车 对 于 同样 的 标 基 域 构成 线性 空间 , 则 称 E JE: X 的 线 


.2 ， 第 1 章 线性 赋 范 空间 


性 子 空间 . 显然 是 XX 的 线性 子 空间 当 且 仅 当 
I az 十 py € E, Vz, C€ E, o, e€ $. 


我 们 采用 以 下 记号 : 当 r€ X, Ei, Eos C X, a € @ 时 ， 
r+ËE = {r +z 171 € Ei}, 
abı = {azı :T1 € Ei}, 


五 1 + E, = {71 十 Za : T1 € E, ,z2 € E2}. 


称 aE 是 E WAR, E, + E, 是 E, E> 的 (线性 ) 和 集 . 
注意 ”应 该 把 线性 空间 的 子 集 之 间 的 这 些 运算 与 集合 论 中 的 “并 ”与 “ 交 ” 运 
算 区 别 开 来 . 就 运算 性 质 来 说 , 一 般 地 , 当 E c X 时 , 2E C E+E, 其 中 的 包含 关系 
可 能 是 严格 的 . 此 外 , V E c X, —E 有 明确 的 意义 ; 3 E Z o, W| E — E Z @ . 
线性 空间 X 中 的 元 素 z1,… ,zn 称 为 线性 无 关 , Æ Ya ,an € $, 34 


al171 + : ` ` + G ZA =0 


时 , al = … = on = 0. X 的 子 集合 E 称 为 线性 无 关 集 , E E 中 任意 有 限 多 个 元 素 
都 线性 无 关 . 不 是 线性 无 关 的 集合 称 为 线性 相关 . 若 E 线性 无 关 并 且 vr € X, 存 
在 有 限 多 个 T1, -En € X 和 al ,on E $ 使 得 


Z 三 CQ171 十 … 十 CnZn 


则 称 E E: X 的 基底 一 一 Hamel Æ. 此 时 若 ERA n ERAR, MA X En 
维 空间 , WA dim X = n. 若 E 由 无 穷 多 个 元 素 构成 , 则 称 X 为 无 穷 维 空间 , 记 为 
dim X = œ. 34 X = (0) 时 , 1228 dim X = 0. 

例 1.1.1 空间 @n. 

其 中 的 每 个 元 素 是 一 个 n 数组 z= (7z1,…,zn), z; € $, 1 < í < n. 定义 坐标 
式 的 加 法 和 数 乘 


(Z1 Zn) 十 (0 一 (zı + Yi ,Tn +), 


al(Z1 ,Tn) = (azi,:'' , GTA) (a € $). 


这 些 ”数组 的 全 体 构 成 线性 空间 , HERH n, 即 dim X = n. 
例 1.1.2 无 穷 序列 空间 9. 


1.1 ”线性 空间 与 度量 空间 .3 


其 中 的 每 个 元 素 是 一 个 无 穷 序 列 T= (£1, 22, : 小 In € @, n 2 1, 类 似 地 定义 
(z1, £2, -) + (Y1, Y2, `. .) = (zi + Yi, T2 十 y2 °: 小 


a(zi,z2,:::) = (azi,aGZə,::-) (a € $). 


则 无 穷 序列 空间 是 线性 空间 , 其 维 数 是 无 穷 的 , 即 dim X = oo. 

例 1.1.3 ”函数 空间 . 

设 N 是 任 一 点 集 , X 是 在 0 上 定义 的 函数 全 体 , 规定 点 态 的 加 法 和 数 乘 , 即 
f = f(t), g = g(t) Bf, 


(f + 9)(t) = f(t) + g(t), 


(af)(t) =af(), vien (ae ð). 


容易 验证 X 也 是 线性 空间 . 

今后 对 于 有 限 维 空间 、 无 穷 序列 空间 和 函数 空间 将 分 别 采 用 上 面 规定 的 线性 运 
A. 在 经 典 分 析 、 线 性 代数 、 复 变 函 数 、 实 变 函 数 、 微 分 方程 中 遇 到 的 许多 空间 都 
是 线性 空间 . 

利用 Zorn 引 理 可 以 证 明 ( 见 本 书 附 录 ), 任 一 非 零 线性 空间 (B X Z {0}) 必 存 
在 极 大 线性 无 关 集合 , 这 一 集合 即 是 X 的 Hamel 基 . 换 句 话说 , 任 一 非 零 线性 空间 
必 存 在 Hamel Æ. 

凸 集 和 子 空 间 是 线性 空间 中 时 常用 到 的 子 集 ， X 的 子 集 E 称 为 是 凸 的 , 3 
vr,y € E, 0 <r <1,rz+(1—r)y € E. 对 于 任 一 集合 BCX, 记 


“= [rnanan "20.n21)， (1.1.1) 


i=1 i=1 


$K co E J: E BJ tu Rh, 其 中 形 如 》 rizi 的 元 素 称 为 z1,… ,zn 的 凸 组 合 . iu 


i=1 


span E = (Ee :Ti € 五 ,ai EPn 中 (1.1.2) 


i=i1 


称 span E 是 由 EE 张 成 的 线性 子 空间 , 其 中 形 如 》 aizi 的 元 素 称 为 ci, …，,zn 的 


t=1 
线性 组 合 . 
命题 1.1.1 设 针 是 线性 空间 , E c X. 
(1) co E 是 半 中 的 西 集 , 它 是 鲜 中 包含 的 所 有 由 集 的 交集 . 
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(2) span E E: X 的 线性 子 空间 , CE X 中 包含 五 的 所 有 线性 子 空间 的 交集 . 
证 明 ”这 里 仅 证 (1). 类 似 地 可 以 证 明 (2). 
(1) co 五 是 凸 集 . 实际 上 Vz, y € co E, 不 妨 设 


n m 
r= X Titi, y= 5 8;U;j. 
i=1 


j=l 


n m 
JtrË tiy € E, ri 2 0, sj > 0, $ ri=1, 32 s; = 1. Vr, 0 < r <1, 


t=1 j=1 


n m 
rz + (1 — r)y = >` TTiTi + 5 (1 — r)s;1;. 
i=1 j=1 


由 于 Y ri +50 —r)s; =r+(1—r)= 1, 上 式 是 zx;,yj 的 凸 组 合 , 由 co E 的 定 
记 1 j=1 


` XA rz + (1 — r)y € co E. 故 co E Eng. 

(2) 对 于 任 一 凸 集 A, 4 中 任意 n 个 元 素 的 凸 组 合 仍 在 4 中 . 

应 用 数学 归纳 法 ， 当 n = 2 BF, 只 要 zi,z2 € A, rí +r2 = 1, r, > 0, 则 
TiTi 十 ra72 € À, 这 由 定义 直接 得 出 . Ë n = 时 结论 成 立 , 我 们 证 明 n= k + 1 时 


k+1 k 


也 成 立 . 实际 上 若 xz1,…, ze Te € À, ri > 0, 3 ri = 1, 注意 > = 1, 
t=1 i=l 
k 
TiTi 
由 归纳 假设 z= 2 了 二.77 AAT 
k+1 


(1 —rk+1)Z + rk+1Zk+1 = Y rizi € A. 
i=1 


(3) Ë (Ex: À € A) 是 包含 E RRELA, H ECE, 显然 co E C co Ex. 由 
(2), co Ex = Ex, 从 而 co E c N, Ex. 另 一 方面 由 (1), co E 是 包含 E 的 凸 集 , 从 而 
€ 


对 于 某 个 Xo EA, co E = Exo, 于 是 
wE- Ex > BN( Q a) = N 五 \. 
入 头 Xo AECA 


总 之 , co E= 门 By. 
ACA 


定义 1.1.2 B X ERTRA, d: X x X — R —4-Bt8f, 满足 
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(2) d(z,y) = dy, 2). 
(3) d(z, z) < d(x,y) + dly, z) (三 角 不 等 式 ). 
则 称 d 是 X 上 的 度量 (距离 ) 函数 , 称 X 为 度量 (距离 ) 空间 , 称 d(z,y) 是 z 与 y 
之 间 的 距离 , 有 时 为 了 明确 , 记 为 (X,d). 
. 度量 空间 的 子 集合 E, PA d 为 E 上 度量 构成 的 度量 空间 称 为 (X,d) 的 子 空 
间 . 
例 1.1.4 对 于 nn 维 空间 ón 中 的 点 z = (zi: Za) fll y = (y Yn), 定义 


d(z,y) = p |z; — nP) ， (1.1.3) 
容易 验证 d 是 ó" 上 的 度量 函数 . 其 中 的 三 角 不 等 式 即 多 元 微 积 分 中 用 到 的 不 等 式 


n n š n š 
p |z; 一 af) < p |z; 一 nP’) + [> |u: 一 aP’) . 
i=1 i=1 i=1 


记 此 空间 为 (6", qd), 称 之 为 n 维 欧 氏 (Euclid) 空间 . 
实际 上 在 $" 上 还 可 以 定义 其 他 度量 , 例如 : 


I = . — . 
d (x,y) = max |z; yil - 


此 时 (@én,d') 仍 是 度量 空间 . 但 须 注意 应 把 (87, d) 与 (@",d) 视 为 不 同 的 度量 
空间 . 

例 1.1.5 空间 s. 

考虑 例 1.1.2 中 的 线性 空间 D”, 对 于 z = (za), y= (ua), 定义 


|z: yil 
d(z,y) = Darit yi (1.1.4) 


现 证 明 d 是 $~ 上 的 度量 函数 , 记 此 空间 为 . 

证 明 ”注意 (1.1.4) PERRERA, 所 以 d(e, y) 是 有 限 实数 

现在 , (1) 显然 d(x,y) > 0. 若 d(z,y) = 0, MGA |z: — yil = 0, El] z; = yi (i 2 1), 
故 z=y. 

(2) d(z,y) = dz) 显然 . 

(3) FERR fb) = —— t > 0. 由 于 fb 的 递增 性 , 对 于 任意 实数 a, b, 由 
la + b| < |a| + |b] 得 到 

lab < la+ < lal , bl 


1+|a+b| © i+ja+b “1+lal 1+) 
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所 以 


|z; 一 对 | 
d(z, z)= > 


-> |z; — Yi + yi — zil 
— 2: 1 + |z; — yi + yi — zil 


S1 / lv lyi 一 zıl 
222 (ee ys| + ra) 
= d(x,y) + d(y, z). 
例 1.1.6 空间 Cla,t]. 
Cla, b) KH [a,b] 上 定义 的 连续 函数 全 体 , 对 于 z,y € Cla, b], 规定 
d(x,y) = max |z(t) — y(t)|. (1.1.5) 


a<t<b 


W d 是 Cla, b) HERRAR. 实际 上 容易 验证 
(1) d(x,y) > 0. Æ d(z, y) =0, 则 z(t) = y(t), Vt € [a,b], i z = y. 
(2) 显然 dz,g) = d(y, £). 
` (3) Vz, y, z € Cla, b], 


d(x,z)= max {z(t) — z(t)| 


< max {|z(t) — y(t) + |u(t) — z(t)|) 


a<t<b 


< t) — y(t _ 
max, z(t) -y+ max |u(t) — z(t) 


= d(x,y) + d(y, z). 


所 以 Cla, b] EREZA. 

EX 1.1.3 $ (X,d) 是 度量 空间 . 

(1) Æ zx, z € X, 称 z, 依 度量 收 剑 于 z, 若 d(z,,,z) > 0(n 一 œ), 记 之 为 
im Za = Z BK Tn — z. 

“9) # E c X 是 一 子 集合 , 称 diam E = sup{d(z, y) :zyeE 瑟 是 互 的 直径 . 
称 ERSAM, 若 diam E < co. 

定理 1.1.1 度量 空间 中 序列 的 极限 是 唯一 的 , 收敛 序列 的 元 素 构成 有 界 集 . 

证 明 z, — z, za — y, BI | 


d(£n, z) => 0, d(zn， y) 一 0. 
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由 三 角 不 等 式 知 
0 < d(x,y) < dl(zn, £) + d(zn,y) — 0. 


故 d(x,y) = 0, 由 定义 知 z = y. 

当 d(£n, z) 一 0 时 , d(z;,, za) S d(z;,, z) + d(zn, z) > 0(m,n — oo), 由 此 得 出 

后 一 结论 . : 
定理 1.1.2 d(x,y) 是 两 个 变 元 的 连续 函数 , 即 当 zn 一 z, yn — y 时 ， 


d(£n, Yn) > d(z, y). (1.1.6) 
证 明 ”由 三 角 不 等 式 知 道 ， 
d(z, z) _ d(x, y) < dly, z). 


同样 地 
d(z, y) 一 d(z, z) < d(z, y) = d(y, z), 
于 是 
d(x,y) ~ d(x, z)| < d(y, z). (1.1.7) 
应 用 (1.1.7) 又 得 到 
|d(zn, Yn) 一 d(x, y)| < [ad(zn, Yn) 一 d(yn;zZ)| 十 |d(ua, £) 一 d(x, u)! 
< d(zn, £) + d(yn,y) > 0, 
从 而 
dzn， Yn) > d(z, y). 
例 1.1.7 ÚW X 是 任 一 点 集 , 定义 


0， = ? 
s=] i sy V7,y € X. 
》 T 了 


容易 验证 (X,d) 是 度量 空间 . 称 此 空间 是 离散 度量 空间 . 
此 例 说 明 对 于 任 一 点 集 X, 总 可 以 在 X 上 规定 某 种 度量 使 之 成 为 度量 空间 . 但 
是 我 们 研究 度量 空间 的 目的 在 于 研究 空间 的 性 质 并 用 于 解决 实际 问题 , 因此 我 们 通 
常 所 关心 的 是 与 空间 的 某 种 性 质 紧密 联系 的 度量 函数 . 下 面 是 这 方面 的 例子 . 
命题 1.1.2 Cla,b| 中 的 序列 依 度量 收敛 等 价 于 在 [a,b] E-a. 
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这 由 Cla, b) 中 度量 函数 的 定义 直接 得 出 . 

例 1.1.8 空间 5. 

É (Q, X, u) 是 测度 空间 , p2) < oo, XT. X 可 测 的 函数 全 体 记 为 5. 定义 

d(e, y) = f TS upian Vz,y € 8, (1.1.8) 

将 S 中 关于 u 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 元 , 由 定义 直接 验证 知道 (S, d) ÆRE 
量 空间 ， 

命题 1.1.3 S 中 的 函数 序列 依 度 量 收 剑 等 价 于 依 测度 收敛 . 

证 明 若 zn,zeS, zn 依 测 度 收敛 于 z, Vo >0, X E, (oc)= (t: |z, (tl —z(t)| >o), 
则 lim ACEn(c)) = 0. 由 于 


Izn(t) — z(D| Izn(t) — z(t)| 
den z) = Í. I+ |en) sj t Ia I+ jent) z(D| A 


< p(En(o) + —u(0), 


对 于 事先 给 定 的 。> 0, 先 取 o 足够 小 使 第 二 项 小 于 5, 再 取 n 足够 大 使 第 一 项 小 
于 $, 则 知 dlzn,z) — 0. 

反之 , vo > 0, 由 于 

o [zn(t) — z) 
Irgo) < Í. TH Ie ze < d(£n, z), 

所 以 当 d(z,,z) > 0 B$, lim (E, (o)) = 0, 这 说 明 zn RWERRF z. 

此 外 , 例 1.1.5 的 空间 s rhi0 PE2 K e AS K hik Ok. 读者 可 自行 
验证 ， 

一 个 线性 空间 上 未 必定 义 有 度量 , 反 过 来 一 个 度量 空间 也 未 必 是 线性 的 . 同时 
是 线性 又 是 度量 的 空间 X 称 为 线性 度量 空间 , 假若 加 法 和 数 乘 关于 此 度量 是 连续 
的 . 即 当 在 X 中 , zn 一 zyn — y, 在 标量 域 $ rh X, 一 入 时 必 有 


Za +a — Z +, Ann — ÀT. 
EX 1.1.4 (X,d) 是 度量 空间 . 
() 若 rzoeX,r>0, 称 集合 O(zo,r) = (z € X: d(z,zo) <r} 和 5S(zo,r) = 


(z€ X: d(z,zo) < r) 分 别 是 以 zo 为 中 心 > 为 半径 的 球 和 闭 球 . 
(2) RRE B c X 是 开 集 , 若 Vz c B, 存在 r > 0, 使 得 O(z,r) c B. 


eHR 
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(3) 包含 z 的 任 一 开 集 都 称 为 z 的 邻 域 . 

(4) RE ECX RAAR, 若 XNE 是 开 集 . 

命题 1.1.4 Vrzo € X,r > 0, RR O(zo,r) 是 开 集 , S(zo,r) 是 闭 集 . 
证 明 Vy € O(zo,7), 取 7 =r 一 d(y,zo), 则 7 >0. EBF Yz € Oly, r’), 


d(z,zo) < d(z,y) + d(y, £o) < r” + d(y, £o) = r, 


故 ze O(zo, r). z 是 任意 的 , 所 以 Oly, r) C O(zo,r). 由 定义 知道 O(zo,r) 是 开 集 . 
另 一 方面 , Vy €S(zo,r), M d(g,zo) > 7; 取 7 = d(u,zo) — r, W| r > 0 此 时 
Yz € Oly, r), 
d(z, zo) > d(y, £o) — d(z, y) > r, 


所 以 Oly, ) 门 S(zo,r) = @, 故 XNS(zo, r) 是 开 集 , S(z=o, r) 是 闭 集 . 

下 面 定 理 可 以 仿照 实数 轴 上 的 情况 证 明之 , 这 里 将 具体 的 证 明 略 去 ， 

定理 1.1.3 X 是 度量 空间 , 则 

(1) 空 集 o 与 X 是 开 集 ; 

(2) 任意 多 个 开 集 之 并 是 开 集 ; 

(3) 有 限 个 开 集 之 交 是 开 集 ， 

W (B, :和 € A) 是 集合 X 的 子 集 族 , EZR go 与 X 属于 该 集 族 , 并 且 该 集 族 
中 的 集合 对 于 任意 并 和 有 限 交 封闭 , 则 称 (B, :入 e 4} E X 上 的 拓扑 , 称 X 是 拓 
扑 空间 . 定理 1.1.3 的 结论 表明 度量 空间 中 由 全 体 开 集 构 成 的 集 族 是 它 的 拓扑 , 从 
而 每 个 度量 空间 是 一 个 拓扑 空间 . 

定义 1.1.5 i X 是 度量 空间 , E c X, zo € X. 

(1) EFE r > 0 使 得 O(zo,r) C E, 称 zo Æ E WAR. 的 内 点 全 体 称 为 E 
的 内 部 , 记 为 E °. 

(2) EFE r > 0 使 得 O(zo, r) [1 E = Ø, 称 zo 是 三 的 外 点 , E 的 外 点 全 体 记 
为 Be. 

(3) # Ve > 0, O(zo, £) N E Z @, 称 zo 是 吾 的 接触 点 . E 的 接触 点 全 体 称 为 如 
的 闭 包 , 记 为 E. 

(4) Æ Ve > 0, (O(zo,s) \ {20} NE Z @, SK zo Æ E HRA. E WRAEK 
为 互 的 导出 集 , 记 为 F. 

下 面 命题 容易 由 定义 直接 验证 , 这 里 将 具体 的 验证 留 给 读者 . 

命题 1.1.5 (1) EU Es = X, ENE = ø, É = EUF. 

(2) zo EE 当日 仅 当 存在 Tn € E, zn > zo. 
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(3) zo € E! 当 且 仅 当 存在 z, € E, z, Z zo 使 得 zn > zo. 

TH 1.1.4 j X 是 度量 空间 , E c X. 

(1) E EFREN E= E° E RREH E 中 的 最 大 开 集 . 

(2) E WRH 4 E = E, E EBS E 的 最 小 闭 集 . 

(3) E 是 闭 集 当 且 仅 当 Yrn € E, z, > zo, 则 zo € E. 

证 明 (1) # E ERG, 则 Yro € E, 存在 7 > 0, 使 得 O(zo,r) c E, 从 而 
zo € E° $ E C E’. 但 显然 地 Ec E, Br E = E`. 

反之, # E = EB 只 须 证 明 E ° 是 开 集 . Vro € E zo 是 E KKA, 故 存在 
r > 0, O(zo,r) C E. H O(zo,r) ERR, 故 其 中 每 一 点 z € O(zo, r) 是 O(zo, r) 的 内 
点 , 从 而 是 E 的 内 点 , 即 Olor) CE. E ERR. 

# G 是 开 集 , G c E, 显然 GC E, 由 以 上 所 证 G = G° c ES 

(2) VE c X, 由 定义 , E 的 外 点 等 于 E 的 余 集 的 内 点 , El (X\E)= X\E, # E 
Bl, W| X\E JF, 由 (1) 知道 X\E = (X\BY = X\E , JAWI E = E. 

Z, # E = E, W| X\E = XNE = (XNEY EFE, AT E RMR. 

(3) 定理 中 的 (3) 由 (2) 和 命题 1.1.5(3) 得 出 . 

现在 让 我 们 转 到 比 度量 空间 更 为 特殊 的 一 类 空间 . 

定义 1.1.6 ” 设 X 是 线性 空间 , 若 映射 p :和 一 有 满足 

(1) p(z) >0,V ze X. 

(2) plaz) = je|p(z), V z € X, a € @. 

(3) p(z +y) < p(z) + ply), V z,y € X. 
则 称 p E X 上 的 半 范 数 . 若 此 外 还 有 

(4) p(z) = 0 BF z = 0, 
NIPE p 是 关上 的 范 数 , 此 时 记 p(z) = |lz|, 称 (X,|| I) 是 线性 赋 范 空间 , 在 不 至 于 
混淆 时 记 为 X. 

定理 1.1.5 (1) 每 个 线性 赋 范 空间 X 都 是 度量 空间 , 并 且 


d(x,y) = ll — yl (1.1.9) 
J X 上 的 度量 函数 ， 
(2) 范 数 关于 变 元 z 是 连续 函数 , 即 若 zn — =, WI 
lenll 一 llzll. (1.1.10) 


(3) Æ £n, Yn, T, yY E X, Àn À € $ FHE zn — z, Yn > Y, An 一 À, 则 


Za tYn — Z+, AnZn 一 ÀT. (1.1.11) 
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证 明 (1) (1.1.9) 由 直接 验证 得 出 . | 
(2) 在 定义 1.1.6(2) 中 , $ a = —1 H || -zli = |lzll. 再 由 定义 1.1.6(3) 的 不 
等 式 得 出 


llznll < lizll + llzn — zll, 


或 者 
llzsll -llzll < Ilsn — zl. 
同样 地 
lleil- Ileal] < lle- enll = Ilen — zll, 
从 而 
|Ilænll = llzll| < Ilen — zll- (1.1.12) 


# In — =, Ef |en — z|| — 0, KẸ ||z,|| 一 |læll. 
(3) Æ In — z, Yn — y, M 


(zs + yn) — (z + DN < Ilen — zl] + llyn — yil — 0, 


即 z, 十 go — z +. 
为 证 最 后 的 式 子 成 立 , 注意 收敛 数列 An 是 有 界 的 . 不 妨 设 | 和 | < M, 故 有 


| Anzn — Az|| < | Anzn — Angl) + ||Anz — Az 
< |Xn||lzn — z|| + [An — A lzll 
< Mllzn — z|| + [An — À| llzl|, 


38 n — oo 时 后 面 两 项 都 趋 于 0, 故 知 结论 成 立 ， 

Ë (XI) 是 线性 赋 范 空间 , 以 d(z,y) = |lz -yll 定义 的 X 上 的 度量 称 为 是 
由 范 数 || || 诱导 的 度量 . 今后 当 说 到 一 个 赋 范 空间 的 度量 时 , 总 是 指 由 它 的 范 数 诱 
导 的 度量 . 容易 知道 , 此 时 z, — z HHRH |en- z|| 一 0. 称 这 种 收敛 是 依 范 数 收 
K. 此 外 集合 E c X 有 界 当 且 仅 当 


sup{||z|| : z € E) < co. 


定理 1.1.6 iZ X 是 线性 空间 , N X 上 的 度量 d 是 由 某 个 范 数 诱导 的 当 且 仅 
当 d 满足 
(1) d(az,0)= jaj dlz,0)，vreX，ae5. 
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(2) d(£ + z,y + z) = d(x,y), Vr,y,z € X. 
(2) 表明 d 是 平移 不 变 的 . 
证 明 3 X 是 线性 冉 范 空间 , || || 是 其 范 数 , d(z,y) = lz — vll, 由 范 数 的 性 质 
可 知 
d(az, 0) = |lazl| = lalllzl|l = lol d(z,0), 
d(x +z,y +z)= l|l(z+z)— (g + z)|| = llz— l| = d(z,g). 
反之 , # d 满足 条 件 (1), (2), 定义 lizl| = d(z, 0), W 
(1) 显然 ||zl| > 0. 若 ||zl| = 0, B d(z,0) = 0, 由 度量 函数 的 性 质 , z = 0. 
(2) 由 (1), llazl| = d(az, 0) = |a| d(z,0) = lol llzll. 
(3) 由 (2)， 
llz + yll= d(z + y,0) = dc) 一切 


< d(z,0) + d(0, —y) 


= d(z,0) + d(y,0) = ||æ]] + llyll. 
故 由 外 是 无 上 的 范 数 , x 是 线性 赋 范 空间 . 
例 1.1.6' 考虑 例 1.1.6 中 的 度量 空间 Cla, b]. 对 于 其 中 每 个 z, 定义 


llzl| = max |z(b|， (1.1.13) 


a<t<b 


按照 函数 空间 的 加 法 与 数 乘 , Cla, b) 是 线性 空间 . 直接 验证 表明 C |a, b| 是 赋 范 空间 . 

此 例 也 可 用 定理 1.1.6 的 判定 条 件 来 验证 . 同样 地 , 例 1.1.4 的 欧 氏 空间 也 是 赋 
范 空间 . 注意 例 1.1.3 PH s 和 例 1.1.5 中 的 S 都 不 是 线性 赋 范 空间 . 例如 , 对 于 s, 
取 z= (1,0,...), Æ a Z 0,+1, W 

lal 

2(1 + lal) 
由 定理 1.1.6, s 不 是 线性 赋 范 空间 . 

比 线性 赋 范 空间 更 为 特殊 的 一 类 空间 是 内 积 空 间 ， 

IPX 1.17 设 X 是 线性 空间 , Æ Vr y EX 对 应 有 标量 (x,y), 满足 

(1) (y,7) = (z, y), Ve,y € X. 

(2) (az,y) =a (x,y), Vr,y € X, a € 8. 

(3) (z +y, z) = (z,z) + (y, z), Yz,y, z € X. 

(4) Vz € X, (z,z) > 0. (z,z) = 0 BF z = 0. 
则 称 (x,y) 是 z, y 的 内 积 , 称 X 是 内 积 空间 . 


d(az,0) = Z 3 la| = Jaj d(x, 0). 
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注意 若是 内 积 空间 , WJ Vz,y,z € X, a, ße $, 容易 得 到 

(1) (0,y) = (7, 0) = 0. 

(2) (z, au) = (ay, £) = o(u,z) = &(z, y). 

(3) (az + Bu, z) = o(z, z) + Bly, z). 

(4) (z, oy + Bz) = @(z, y) + B(z, z). 

若 标量 域 是 R. N (2), (4) 中 的 共 轿 可 以 不 出 现 . 

定理 1.1.7 ”在 内 积 空间 X 中 , 若 规定 ||zl| = /G;z), WI 

(1) I(z, | < lzll llul], Yzy € X. 

(2): | E X EEZ, (X, ID 是 线性 赋 范 空间 ， 

证 明 (1) 34 z = 0 BÑ y = 0 时, (1) 中 等 式 自然 成 立 . MER y #0, VÀ € $, 
根据 公理 中 列举 的 性 质 实际 计算 得 


0 < (z + ày, £ + ày) = (z,z) + 2ReÀ(z,y) + [A]? (y, y). 


取 入 一 — (zs) 代入 得 
(y, y) 


lep? e _ _1 _ 2 
0 < (x,y) — 2 (y, y) + (yy) = gy E | (z, y)| )， 


从 而 
上 (cg 和 V(z,z)V/(u,u) = llet llyll. 
(2) 由 定义 1.1.7(4) 知 ||zl| > 0. 若 ||zl| = 0, 即 (z,z) = 0, 从 而 z=0. 又 由 定 
义 1.1.7(2), 
llazl| = V(azr,az) = v le|2(z,z) = |alllzll. 
(3) 由 上 面 (1) 的 证 明知 
lz 十 中 2= (z +y,z +g) | 
= (z,z) + 2Re(z, y) + (y, y) 
< (z,z) + 2|(z,y)| + (y, y) 
< iz|l? + 2llæl] llull + llyll? 
= (|lz|] + iyl. 


所 以 |z + || < lell + luli 1 中 是 关上 的 范 数 . 
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定理 1.1.7 说 明 任 一 内 积 空 间 是 线性 赋 范 空间 . 以 lell = V(z,z) 定义 的 六 
上 的 范 数 称 为 由 内 积 诱导 的 范 数 . 不 难 验证 内 积 (z,y) 关于 两 变 元 是 连续 的 . 即 若 
Tn > T, Yn > Y, 则 (En, yn) > (z, y). 
定理 1.1.8 BEZA X 的 范 数 .1| 是 由 内 积 诱 导 的 当 且 仅 当 平行 四 边 形 公 
式 成 立 , 即 
ijz + yll? + jæ = yl? = Xel? + llul?) Yey € X. (1.1.14) 
lz + yll? = (z +y,z +y) = (z, z) + (z, y) + (y, z) + (vy), 
llz = yll? = (z ~Y TT- y) = (z, z) = (z, y) = (y, 7) + (y, y), 
相 加 即 得 (1.1.14). 
为 了 证 明 充 分 性 , 只 需 证 明 当 平行 四 边 形 公式 成 立时 ， 
(z,y) = 了 (lz +w| — |z — yll? + ille + iyli? — illz — ig||2) (1.1.15) 


和 
(æy) = (lle + vll — liz — vP) (1.1.16) 
是 当 标量 域 ë = C 和 ë = R P X 上 的 内 积 并 且 由 它们 诱导 的 范 数 正好 是 || .外 .这 
两 个 等 式 分 别 被 称 为 复 空间 和 实 空间 上 的 极 化 恒等式 . 可 以 用 与 解 务 数 方 程 类 似 的 
方法 证 明 这 一 结论 . 今后 我 们 还 将 会 用 到 这 些 恒等式 , 这 里 不 准备 叙述 其 证 明了 . 


12 线性 赋 范 空间 的 例 


在 1.1 节 中 我 们 已 经 举 出 过 一 些 线性 赋 范 空间 的 例子 . 在 泛 函 分 析 中 有 -一些 很 
早 以 前 就 受到 人 们 重视 并 且 被 事实 证 明 是 十 分 重要 的 空间 , 如 LP, IP < p < o) 
等 , 这 里 将 扼要 加 以 介绍 . 在 实 变 函数 论 中 , 我 们 还 接触 过 有 界 变 差 函数 类 、 绝对 连 
FRAK, WE Lipschitz 条 件 的 函数 类 以 及 有 号 测度 类 等 .这些 函数 或 测度 类 可 
以 应 用 适当 方式 使 之 成 为 赋 范 空间 ,此 外 我 们 还 将 介绍 一 些 在 其 他 学 科 中 用 到 的 
空间 

例 1.2.1 空间 LP(1 < p < œ). 

设 (Q, D, u) 是 测度 空间 , O) ARREN. L(A, D, u) 是 使 得 f IlPau < 
oo 的 可 测 函 数 全 体 , 将 a.e. 相等 的 函数 视 为 同一 元 . # Q = |a, b), WE L2, D, p) = 
Lja, b] 通常 简 记 LI, X, n) 为 1. 
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(1) Lp 是 线性 空间 . 实际 上 若 f,g e L”, 即 
f |f(t)lPdp < co, f lg(b|Pdu < oo, 
R n 
则 对 于 几乎 所 有 的 te R, 


IFE + HP < (2max(]f(0)|, OHP < PUO + |g(8))), 


Jf |/(0) + gt) Pan < 2° [ f If()|Pdu + f ean) < co, 
BB f +g e pr. 此 外 , 显然 af e L, 故 Z2 是 线性 空间 . 


(Q) 设 p > 1, 3 + , = 1( 称 p, q ERRIO, 若 f e LP, g e La, 我 们 证 明 
Hëlder 不 等 式 成 立 , 即 


J tasas < ( f OPa? ( f olan). (1.21) 


我 们 从 Young 不 等 式 开始 , 设 a, b > 0, 明显 地 ( 见 图 1.1) 


a? 


” p- 1 bT 
ob<4+B= | = qz + Í yr dy = 一 . 
0 了 


b 
+ 1.2.2 
0 q ( ) 


Il = (f Ora)” >0, ligil = (f aloan) > 0. 


在 Ifl 与 llglls 至 少 一 个 为 0 的 情况 下 ， 
Hélder 不 等 式 的 成 立 是 显然 的 ， 现 在 做 
函数 


_ J(t) _ g(t) 
D= Hs = ole 
利用 Young 不 等 式 可 以 得 到 


laH _ lb)? 
lobD < — H — 
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从 而 | , 
J eolus f arans z J sayan 
_ 1/ (Pa, LAloe 
po WE + a J, Tig” 
换 回 到 函数 f, g, 则 知 (1.2.1) RX. 
(3) 设 p> 1, f,g € LP, 则 有 Minkowski 不 等 式 成 立 , 即 


吧 1 二 


IIZ + gll < fllp + lllle. (1.2.3) 
实际 上 当 p = 1 Hf, 
+ 中 = Í 10) + (laqa 
< J elan + J lalan = Ifl + lolh: 
B p> 1,34 f,g e L° F, f +g € D”, ieit |f +g: € Lx. 于 是 由 Halder 不 等 式 
J r+ atan S Ifl, I Nf + šle 


PR P 
f, igl If + glàn < lglls ILI + g|Š lla, 


所 以 
|f + gdu = / |f +9| |f + 2|P dn 
Nn np 
< p—-1q ?-1d 
< fu If +g n+ fiol 1 上 glP-ldp 
=f Ifl 1H+olan+ f Ig| If + glždp 
R n 
< Ill II + lË lla + lolle I If + gÈ lla 
= (flle + llgllə) ( f I + san) . 
n 
由 此 得 出 


- —1 
I + glls = (f I + dan) 1-3 < fllp + lglls. 


(4) = p > 1 时 , 以 ||| 为 范 数 并 且 将 ae 相等 的 函数 视 为 同一 元 , WJ L 成 
为 线性 赋 范 空间 ， 
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实际 上 , ||flls > 0. 车 ||fllp = 0, W f(t) = 0, a.e., BI f = 0. 显然 |lafllp = 
la| J|flls 成 立 . 再 由 (3) 三 角 不 等 式 成 立 . 
(5) 4 p = 2 BF, 定义 


(f,g) = 上 fd vihger, (1.2.4) 


MJ (.，:) 是 L2 上 的 内 积 , 此 时 L2 成 为 内 积 空间 . 这 可 以 按 定义 直接 验证 . 

值得 注意 的 是 Minkowski 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 . 不 妨 设 f, g 均 不 为 0 元 ， 
由 于 Young 不 等 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 b = pla), 故 H6lder 不 等 式 中 等 号 成 立 当 
且 仅 当 |g(t)| = BF 有 ae., 其 中 大 > 0 为 常数 . 在 证 明 Minkowski 不 等 式 时 用 到 
函数 |f| 与 |f 十 gl? 以 及 |g| 与 |f + gle, 故 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 |f +g]? = kifl’, 
If 十 91 = kə|g|%, a.e.. 此 时 必 有 f(t) = cg(t), ae, 其 中 c 是 非 负 常数 . 

øj 1.2.2 ZE L”. 

仍 设 (Q, x,u) 是 测度 空间 , 记 LO(2, 5, u) 是 在 Q E5—4- #f PL RP NI BS 3 
几乎 处 处 相等 的 函数 全 体 ， 称 此 种 函数 为 本 性 有 界 可 测 函 数 . 车 Q = [a,b], 则 记 
L®(N, E, u) = L”®[a, b]. 通常 简 记 LO(R, P, u) X L”. 

(1) Zee 是 线性 空间 . 例如 , # f 在 XE, EAR, g 在 QNE, LER, E) = 
u(E2) = 0, 则 af 5 f + g 分 别 在 2\Bi 与 QN (E, UE) 上 有 界 . n (EU E) = 0, 
Waf, f +g € LS, 

(2) 定义 


= if su Ð, VF Eee， 1.2.5 
Ifilo n AE f (1.2.5) 


称 ]|fl|w 为 f 的 本 性 最 大 模 或 本 性 上 确 界 . 有 时 记 


I f]|se = ess sup | f (8). (1.2.6) 
te 


我 们 证 明 , 将 Q Eae. 相等 的 函数 视 为 同一 元 , W || llo 是 Leo 上 的 范 数 . 
实际 上 , Vf € L”, 存在 Eo C R, pE) = 0 使 得 ||fl|w = If). 


句 话说, ||f||。 可 以 在 某 个 与 Q 几乎 处 处 相等 的 集合 上 达到 . 为 此 , 取 ECR, 
(En) =0, 使 得 1 
sup |/(8)| < llfllw + =- 
tEN\Eo n 


记 Eo = Ü Bn, 则 一 方面 p(Bo) = 0, 由 |/lle 的 定义 


Ifl Ü < sup IF. 
te QN Bo 


.18. 第 1 章 线性 赋 范 空间 


另 一 方面 i 
sup |f] < sup [FÆ] < lfllw + =- 
tEN\Eo tEN\En n 
Eo n ZR, 故 sup |f] < Ifilo 所 以 fllwo = sup |f(t)l. 
tEN\Eo tEN\Eo 
现在 验证 || llo 是 Z 上 的 范 数 ， 
© 显然 |if|l > 0. 车 lw = 0, W 3E c N, HU(B) = 0 使 得 在 2\Eo 上， 
|/(t)| = 0, Bl f(t) = 0, a.e., Șt f = 0. 
© 显然 afllw = lol ||fllw. 
@ É f.g € L”, E, E2 C R, (Ei) = (E>) = 0, 并 且 f, g 分 别 在 Q\ E, 
N\E: 上 达到 本 性 最 大 模 , 则 
lfl + llgllo= sup AGO + sup lg 的 | 
tEQ\EL tEQ\ E2 
> sp HI+ sup ‘g(a)| 
te QN (E, U Ez) te QN(E.) U E2) 


> sup |/()+jg(t) > |+ ll. 
tER\(E: U E2) f 


所 以 L° 依 范 数 IISI 成 为 线性 赋 范 空间 . 
(3) 容易 验证 


/rd < llfllillgllw, Vfe pl, ge Le. (1.2.7) 
注意 当 uN) < oo 时 , # 1 < p < q < co, 应 用 Holder 不 等 式 可 以 证 明 
L° c La c Lp c L. 


但 当 HAO) = oo BF, LP 与 L 互 不 包含 . 
例 1.2.3 空间 LP(1 < p < co). 
考虑 无 穷 序列 空间 中 的 元 , IP < p < oo) 是 其 中 满足 》 |en < oo 的 元 素 全 


n=1 
tk. 1” 是 满足 sup |zn| < oo 的 元 素 全 体 . 定义 


1 
llzlls = (£ =”) <œ, l<p<oe, 
n=1 


liz] = sup |£n], (1.2.8) 
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则 P 是 线性 赋 范 空间 . 
实际 上 , 当 1 < p < oo BF, 利用 Young 不 等 式 (1.2.2) 可 以 得 出 H6lder 不 等 式 
> |znyn| < (È ent”) (È wat) ) (1.2.9) 
n=1 n=1 n=1 


其 中 z= (zn) EP, y= (m) E1 B +E = 然后 可 以 证 明 当 1 < p < oo B$, 
有 Minkowski 不 等 式 
(È EA +u) < (È ep 十 (È mP) . (1.2.10) 
n=1 n=i n=1 


XF p = co 的 情况 可 以 直接 验证 . 总之, 对 于 所 有 1 < p < co, |l lp 是 名 上 的 范 
数 . 详细 的 推 证 留 给 读者 . 
特别 地 , 当 p = 2 时 , 规定 


(z,y) = Y tnn, vr, y € Ë, (1.2.11) 

W, o) EP EKAR, P 是 内 积 空间 ， 
空间 PP 还 可 以 看 成 L? 的 特殊 情况 . 取 = 六 (全 体 正 整数 ), D 由 N 的 全 体 
子 集 构成 , 对 于 每 个 Ee XZ, aE) 是 E 中 元 素 的 个 数 . 此 时 (N, X, u) 是 测度 空间 ， 


IL? = P. 
但 应 注意 , 对 于 1 < p <q < co, 应 用 Hölder 不 等 式 可 以 得 到 


D ccc. 


@J 1.2.4 “Ej c 与 co. 
H c 表示 收敛 的 标量 序列 的 全 体 , 即 


c= {£ = (zn): za € $, im z, 存在 }. 


定义 


llz|| =suplznl, — Vz = (zn) € c, 
nzil 


则 “是 线性 赋 范 空间 . 
用 co 表示 收敛 于 0 的 标量 序列 全 体 , 即 


Co = {x = (£n): Zza€ $, lim z, = 0), 
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其 范 数 与 c 中 的 范 数 相同 , co 也 是 线性 赋 范 空间 , 并 且 co 是 c 的 线性 子 空间 ,另外 
c 又 可 以 看 成 °° 的 线性 子 空间 . 

例 1.2.5 ZE] V[a, b] 5 Vola, b]. 

i: V|a,b] ë [a,9] 上 的 有 界 变 差 函 数 全 体 , 对 于 每 个 e Via, bl, 定义 


Ml = (a) + (p), (1.2.12) 
JH V(J) Ë f H [a,b] ERAR 
V(f) = sup 1 f(b) — fei), 
i=l 


这 里 x 代表 [a,b] 的 任 一 分 划 a = ar < b: S- S a, < b, = b. 
Via, b) 按 函数 空间 的 运算 是 线性 空间 , 我 们 验证 它 是 赋 范 空间 . 
实际 上 , (1) BA I > 0. # Ifl = o Ml f(a) = 0, YG) = 0. 此 时 


smp D100) 一 f(ai)| = 0, 其 中 上 确 界 是 对 所 有 如 上 的 分 划 而 取 的 . 故 Vt c |a,b|, 


f) = f(a) =0, W f = 0. 
(2) 显然 ofll = lol IfI. 
(3) 对 于 任 一 组 分 点 ， 
2 (Ff +9)@;) — (f +g)(a)| < Du (0) = Fadl + S lb) -sl 
i=1 i=1 


< V) + VO). 


关于 所 有 分 划 取 上 确 界 得 到 


Vf +9) < YG) + V9). 


a 


又 
(f+ oo `< |f(e)| + |g(a)|, 


所 以 
If +əgll < IIfll + Ilall- 


特别 地 , 记 
Vola,b] = {f € Vl|a,b] : f(a) = 0, f(D 在 (a,6) 中 右 连续 }， 
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则 Voja, b] Ë Vla, b] 的 线性 子 空间 , Wolo, 可 上 的 范 数 是 
IY= YQ) 


例 1.2.6 (2,2) 是 可 测 空间 , 其 中 2 是 某 个 集合 , D 是 由 2 的 子 集 构成 
的 = 代数 . 设 St 是 定义 在 屋 上 的 有 号 (允许 取 负 值 ) 甚至 取 复 数值 的 有 界 变 差 测 
度 全 体 . 当 u,o € 9, a € $ Bf, 定义 


(u +*u)XA) =u(A) +o(A), (au)(A) = au(A), VAES, 
则 Mm 是 线性 空间 . EULER 


lail = sup) AA), veeMm (1.2.13) 
T i=l 


作为 M 上 的 范 数 ， 这 里 = {Ai, n. An} 是 R 到 X 的 任 一 分 划 ， 其 中 每 个 Åi € >, 
A, A; = @, iZ j, U A, = 2, 上 确 界 是 关于 所 有 如 此 的 分 划 而 取 的 , 则 9 ERR 


范 空间 . 
例 1.2.7 设 2 E R" 中 的 一 个 区 域 ,0 < a < 1, RER S: 0 — R 满足 
Lipschitz 条 件 . 若 存在 L > 0, 使 得 


(f(z)— f()| < Llz—y, Vr,yen. 


记 此 种 函数 的 全 体 为 Lip,(0). 容易 验证 Lip, (2) 是 线性 空间 . 若 以 || 为 满 
足 上 述 不 等 式 的 工 的 下 确 界 , WI 


HI = ol+IHlleea (1.2.14) 


是 Lip, (Q) 上 的 范 数 . 
RE, 让 我 们 再 举 出 一 些 其 他 的 例子 . 
例 1.2.8 在 Fourier 分 析 中 会 遇 到 绝对 收敛 三 角 级 数 的 问题 . 考虑 满足 条 件 


a 5 Qnei™t : y enl < 0} 


有 三 一 ce 有 一 一 Do 


的 级 数 全 体 , 对 于 每 个 f e A, 定义 | = Y lanl, W (A, |: 是 线性 赋 范 
空间 . 
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例 1.2.9 ”在 调和 分 析 中 , Hardy 空间 具有 重要 地 位 设 D 是 复 平面 上 的 单位 
B|, 对 于 每 个 ze D, z = re, 0 < r < 1, 0 < 0 < 2r. 考虑 在 DD 中 解析 的 西数 
f(z) = fre). Hardy 空间 HP 是 由 这 样 的 解析 函数 构成 的 ， 

m= {1: p f “realpag < œ} ü <<) 


0O0<r<1J0 


1 27 1 
lm = sp (喜人 reepa), 
He = ff: mp (a) < >], 
z€ D1 
la = sup |f(2,. 
z€ D 


可 以 证 明 , 34 1 < p < co 时 , HP 是 线性 赋 范 空间 . 

例 1.2.10 ”空间 CU) (Q). 

BN En AKRZE R 中 的 有 界 闭 集 , 具有 连通 的 内 部 ,上 是 非 负 整数 . C(*) ( Q) 
是 在 Q 上 具有 直到 k 阶 连续 偏 导数 的 n 元 函数 全 体 . 以 a = (an an) 表示 mm 
重 指标 , 其 中 的 每 个 a; 是 非 负 整数 . iu 


Da Oi Dan 
-o la| = al ++ an. 


ðr ðr Oxn" 
对 于 函数 u(z) = wz 2n) € CO(N), $ 
Ou Ow 
Il = jo rem Oxo (3 = u) : (1.2.15) 


此 时 , 上 .| 是 caa) 上 的 范 数 . 

CHN) 是 在 微分 方程 理论 中 常常 用 到 的 空间 . 在 一 维 的 情况 , 若 Q = lab, 
则 记 为 CP ja, ,在 变 分 方法 中 也 经 常 遇 到 . 

例 1.2.11 空间 HPN). XE k EIME, 1 < p < co. 对 于 例 1.2.10 中 
的 CO) (Q), RAR (1.2.15) 作 范 数 , 而 令 


lulls» = (z i 


则 Il- lkp 也 是 CHN) 上 的 范 数 . 若 p = 2, 定义 


(u,v) = x Ə°u(z)Əwu(m)dz,  Vu,o € CW(N), 


la|<k 


a= (z) e) ; (1.2.16) 
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W H) 成 为 内 积 空间 . 这 一 空间 将 直接 导致 Sobolev 空间 , 后 者 是 在 微分 方程 
理论 中 用 到 的 重要 空间 . 

很 多 空间 都 可 以 纳入 赋 范 空间 的 框架 , 这 说 明 研 究 一 般 赋 范 空间 的 性 质 是 十 分 
重要 的 . 另 一 方面 在 可 能 的 条 件 下 针对 不 同 对 象 定义 不 同 的 范 数 , 这 既是 研究 目的 
所 需要 的 , 也 是 应 该 着 意 加 以 培养 的 技巧 . 
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在 研究 分 析 问 题 时 , 极限 的 存在 性 是 十 分 重要 的 . 在 实数 理论 中 我 们 知道 著名 
的 判定 极限 存在 的 Cauchy 准则 , 即 实数 序列 是 收敛 的 当 且 仅 当 它 满足 Cauchy 条 
fk. 当 我 们 把 视线 从 实数 域 转 到 一 般 的 度量 空间 时 会 提出 类 似 的 问题 , 度量 空间 也 
有 序列 的 收敛 概念 , 那么 是 否 也 有 相应 的 Cauchy 准则 呢 ? 实际 上 只 需 看 一 下 有 理 
数 域 Q 的 情况 , 其 中 的 Cauchy 数列 不 一 定 都 收敛 于 Q 中 的 元 , 所 以 Cauchy 准则 
对 于 Q 并 不 成 立 . 造成 这 一 现象 的 原因 并 不 是 序列 的 分 析 性 质 不 好 , 而 在 于 空间 
中 的 点 不 够 多 , 以 至 于 存在 “LB. 在 有 “孔洞” 的 空间 中 讨论 分 析 问 题 是 很 不 方 
便 的 . 

定义 131 设 (X,d) 是 度量 空间 , zn € X, n 2 1. 

(1) # miM d(zm, £n) = 0, 则 称 {zn} 是 Cauchy 序列 . 

(2) # X HHA Cauchy 序列 {zn} 都 是 收敛 的 , 即 3z e X, 使 得 lim d(zn,z) = 
0, 则 称 X 是 完备 的 . 

由 三 角 不 等 式 容易 知道 每 个 收敛 序列 一 定 是 Cauchy 序列 , 反之 却 未 必 成 立 . 

完备 的 线性 赋 范 空间 称 为 Banach 空间 , 完备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空间 . 完 
备 空间 的 范 数 或 度量 有 时 候 又 称 为 完备 范 数 或 完备 度量 . 

例 1.3.1 空间 Pla, b) 不 完备 . 

Pa 如 是 区 间 [a,b] EX (或 复 ) 系数 多 项 式 的 全 体 . 对 于 每 个 pe Pla, b], 定义 


llp|| = max |p(t)|. (1.3.1) 


直接 验证 可 知 , Pla b) 是 线性 赋 范 空间 , 但 Pla, b) 不 是 完备 的 . 例如 , 取 
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显然 , pn € Pla,b]. WE c = max{|al, |b|}, 则 Vm > n, 


Ilpm — pa||= max |Pm(t) — pn (i))| 


a<t<b 
m 
< Ë ma 
i n41 2St<b 


i= 


t 
if 


< > F0 (m,n — oo), 
故 pn 是 Cauchy 序列 . 另 一 方面 我 们 知道 


> 2 


i=n 


00 mi 
c 
< 》 T 0 (n — oo), 


i=n+1 ` 


. pt — 
di pa (t) — e | ci 


但 eteP|a,b]. 换 句 话说 , pn 在 Pla, b) 中 不 收敛 , 故 Pla, b 不 完备 . 

例 1.3.2 Cla, b) 完备. 

设 {rn} 是 Cl|a,b] 中 的 Cauchy 序列 . Ve > 0, 存在 no, 当 m,n 2 no Bf, 
||Em — znj| < £. 此 时 vt € [a,b], 


jzm 的 一 za < om 一 ma < €, (1.3.2) 
于 是 {zn(t)} 是 Cauchy 数列 . 故 有 zo(t), 使 得 
zn(t) > zolt), te [a,b]. 
xolt) 是 [a,b] EWR. 在 不 等 式 (1.3.2) PEHE n 2 no , $ m — oo 得 到 
Izolt) — zn(t)| <=, te [a,b]. (1.3.3) 


MER n > no, 由 znlt) 在 [a,b] 上 的 连续 性 , 36 > 0, 使 得 a — | < ó P: 
[zn (1) — zx (t2)| < €, 则 


zo (ta) — zo(t2)| S |zo(ti) — za (ti )| + |za (ta) — za (tə)| 
+ |z, (t2) — zo(t2)| < 3e， 
故 ro 连续 , 即 zo € Cla,b]. 不 等 式 (1.3.3) 还 说 明 
lEn 一 zoll 和 es， n > no, 


从 而 lim z, = zo. Cla,b] 是 完备 的 ， 
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例 1.3.3 LP(1 < p < o) 完备 . 
设 {fn} 是 Dr 中 的 Cauchy 序列 , 则 Ve > 0, 存在 no, 使 得 
||fa 一 fn|ls 一 f [fn (t) 一 faldu < eP, m,n 2 no. (1.3.4) 
n a 
Vo > 0, + Emn (0) = (t : |fs(t) — fall 2 o), W 
Pu Emnl0))S Í fmt) = FOPA 
Ec 
_ p 
< f Hn) — faldap < e. 


于 是 | 
HL(Emn(o))— 0 (m,n — oo). 
由 实 变 函数 论 的 知识 , 存在 可 测 函 数 / 使 得 f. 依 测度 收敛 于 f. 
根据 Riesz 定理, 有 子 序列 { 户 ,ja.e. 收敛 于 f. 现在 我 们 证 明 依照 D 中 的 范 
数 fne > f. 实际 上 , 34 n; nk] 2 no 时 (1.3.4) 变 为 


fni fal < >. 
另 一 方面 , 固定 nk, 当 ni 一 co Bf, 
nE) -aOR O -DP se. 
由 Fatou 3| ¥, 
0-0 < dim f fal- SaD (358) 


故 f- fa e€ L, AM f = fan — (f — fn) EDP. 
不 等 式 (1.3.5) 还 说 明 ||f 一 所 .jp < Enk > no). 注意 {fn} 是 Cauchy 序列 , 只 
要 n> no, nk 2 no, 就 有 l 


lfa — fllp < lm 一 Al 二 ls 一 了 < 22. 
所 以 lim f, = f. 证 毕 . | 
Le 中 序列 的 依 范 数 收敛 , 即 是 通常 所 说 的 p 方 平均 收敛 . 由 证 明 还 可 知道 , p 
方 平均 收敛 必定 依 测度 收敛 , 反之 则 未 必 . 
类 似 地 可 以 证 明 , 空间 L”, IP(1 < p < oœ), c, co, Vola, b] 都 是 完备 的 , 从 而 是 
Banach 空间 . 
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验证 度量 空间 的 完备 性 通常 都 要 从 给 定 的 Cauchy 序列 找 出 一 个 “目标 元 ” (在 
例 1.3.2 中 是 rn 点 点 收敛 的 极限 函数 , 在 例 1.3.3 中 是 fn 的 依 测度 收敛 的 极限 函 
数 ), 而 后 验证 此 “目标 元 ”属于 该 空间 , 并 且 在 空间 度量 意义 下 该 元 是 所 给 Cauchy 
序列 的 极限 . 

可 以 想见 , 完备 度量 的 空间 将 具有 更 为 优良 的 性 质 . 下 面 让 我 们 考察 这 方面 的 
问题 . 

定理 1.3.1 Ü X 是 完备 度量 空间 , Fa C X 是 一 列 非 空 递 缩 闭 集 , BH F, D 
Fay n > 1 3HE diam F, — 0, W F, 有 公共 元 , 即 f) F, Z @. 

n=1 

证 明 J rn € Fn, n 2 1, H F, D Fa 知道 zm € Fn, Ym 2 n, 从 而 
d(zm, za) < diamF,, — 0. 这 说 明 {£n} 是 Cauchy 序列 . 

X 是 完备 的 , 故 有 z e X, ,im zn = z. 已 经 知道 zm € Fn(m > n), 由 于 F, 
是 闭 集 , 故 有 ze Fln > 1), 或 者 说 ze f) Fa 

在 线性 赋 范 空间 中 可 以 考虑 无 穷 级 数 及 其 收敛 问题 ， 一 个 (形式 ) 级 数 Y mi 


i=l 


称 为 是 可 和 ( kok) 的 , 若 存在 z e X, 使 得 部 分 和 序列 s = 》 zi fk X 的 范 数 收 


i=1 

化 于 z, HEHE = = > > 称 为 是 绝对 可 和 的 , 车 > Ilzill < co. 与 数值 级 数 
不 同 ， 一 个 绝对 可 和 的 级 数 可 能 不 是 可 和 的 ， 例 1.3.1 就 提供 了 这 方面 的 例子 下 面 
定理 说 明 这 个 问题 与 空间 的 完备 性 密切 相关 . 

定理 1.3.2 P X 是 线性 赋 范 空间 , X 是 完备 的 当 且 仅 当 其 中 任 一 绝对 可 和 
级 数 是 可 和 的 . 

证 明 X 52, 》 lell < o, sn = 》 z MI 

i=1 i=1 


m 


Xr 


i=n+1 


|lsm 一 sn|| = 


m 
< 》 lcil 一 0  (m,n >œ), 


i=n+1 


于 是 {sn} 是 Cauchy 序列 . AMIE z € X, sn > z, 即 z = 3 


i=1 


反之 , # X 中 任 一 绝对 可 和 级 数 可 和 ， {sn} 是 X 中 的 Cauchy 序列 . Vk > 1, 
取 Nk 是 使 ||sm 一 snx || < 让 (Vm > 之 Nk) 成 立 的 自然 数 ， 不 妨 设 Nk 是 递增 的 . 令 
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T1 = Sni, Zk = Sny — Snp (k 2 2), WI 


oo oo 
Y ilz:ll = ||snll +) Ilsn = Sngl] S lls=,|| + 1 < co, 
i=l k=2 


即 级 数 Y zx 绝对 可 和 . 由 假设 存在 > € X 使 得 Y z = Sn, > z. Ve > 0, 存在 


k=1 k=1 


no, 使 得 当 n, > no 时 , |lsn; 一 zl] < 5, 男 一 方面 , {sn} 是 Cauchy 序列 , 只 要 no Æ 
EK, 当 n,ni 2 no Bf, ||sn, — Sal} < 2: 此 时 


Ilsn — z|| < Ilsn — Snill + Ilsn; ~ z|] < z, 


即 s 一 z, 这 说 明 X 是 完备 的 . 

为 了 叙述 完备 空间 的 另 一 个 重要 性 质 , 让 我 们 先 来 介绍 度量 空间 中 集合 的 稠密 
性 和 Baire 纲 的 概念 . 

定义 1.3.2 设 久 是 度量 空间 , EB c X. 

(1) r E E X PAE F E = X. 

(2) 称 E #E X 中 无 处 稠密 , 若 (E)° =Ø. 

(3) 称 已 是 第 一 纲 集 , E E 可 以 写成 至 多 可 数 多 个 无 处 稠密 集 的 并 . 不 是 第 一 
纲 的 集合 称 为 是 第 二 纲 的 . 

(4) ZE X 具有 Baire 性 质 , 若 X 中 可 数 多 个 稠密 开 集 之 交 仍 在 X 中 稠密 . 

例如 , 有 理 数 的 全 体 Q 在 整个 实数 域 R 中 是 稠密 的 . 而 Cantor 的 三 分 点 集 在 
[0, 1] 中 是 无 处 稠密 的 . 

下 面 两 个 命题 可 以 将 这 些 抽象 的 概念 “直观 化 ”一 些 . 

命题 1.3.1 É X 是 度量 空间 , E c X, 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) E E X PAE. 

(2) 对 于 X 中 任 一 非 空 开 集 U, ENU #2. 

(3) 对 于 任何 z E X, 存在 zn € E, 使 得 zn — z. 

证 明 (1) >(2). 设 U 是 XX 中 的 非 空 开 集 . HF E= EU E, i EU E' 2 U. 
FEZA ENU Z 2, 此 时 结论 已 真 ; 要 么 ENU Z Ø, 此 时 由 E 的 性 质 ( 命 
E 1.1.5(3)), 存在 2n € E, z, Z z, zn 一 z. 显然 必 有 某 个 zw € U, 所 以 也 有 
ENU Z Ø. 

(2) =(3). Vz € X, 取 Un = O(z,r,), Ta — 0, H (2) 中 条 件 , 3zn € Un NE, F 
是 zn — z. (3)=(1) 是 明显 的 . 
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命题 1.3.2 X 是 度量 空间 , E c X, 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) E # X 中 无 处 稠密 . 

(2) E Æ X 中 无 处 稠密 . 

(3) 对 于 任 一 球 U c X, 存在 球 V C U, 使 得 了 站 已 = o. 

(4) (E) 在 X 中 稠密 . 

证 明 (1) 与 (2) 的 等 价 性 直接 由 定义 得 到 . 

(1)=(3). # E # X 中 无 处 稠密 , 即 (E) = Ø, 则 对 于 任 一 球 U, UNE z Ø. E 
意 UNE 是 非 空 开 集 , 从 而 存在 球 V c UNE. 

(3)=(1). # (E Z Ø, J U = (E)°, 则 对 于 任 一 球 V c U, V c E, 此 时 
VNE Z ø, 与 (3) 矛盾 ， 

(1)=>(4). i B = (EY, # B Z X, WJ E = X\B o X\B Z Ø. 后 者 是 开 集 , W 
(E) Z Ø, JA E 不 是 无 处 稠密 的 . FA. 

(4)= (2). (E) € X PAE, 则 E REAK, 即 (E) = e. 

定理 1.3.3 (Baire) (1) 完备 度量 空间 具有 Baire 性 质 . 

(2) 具有 Baire 性 质 的 空间 自身 是 第 二 纲 集 . 

证 明 (1) 设 X 是 完备 的 ，B; 是 X 中 一 列 稠密 开 集 ， 只 需 证 明 对 于 任 一 球 


Uc x, A B,nU z 2. 

B, Æ X HAE, 故 B, YU Z @. IEE} 3z, € X,r, > 0, 使 得 O(z1,71) Cc Bi NU. 
于 是 闭 球 S (z>) c BNU. 

又 B> 在 X 中 稠密 , 故 BaN O (z, 2) Z 2. ATT 3e € X A ra > 0 (不 妨 设 


rı 


ra < =), 使 得 O(z2,72) C BNO (zu, 2) C BNU, HARS (22,2) c 


2 
s(a) 


如 此 做 下 去 得 到 满足 定理 1.3.1 条 件 的 递 缩 闭 球 序列 
S (z, 2 =) C O(znrn) C Bn DU. 
由 空间 X 的 完备 性 , 3z € X, 
z€ 从 S (on, 3 aen 站 oem) C A B, fU, 


故 A BNU +o, f) Bi 在 X PAE. 
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(2) 若 X = U En, 其 中 En 是 无 处 稠密 集 ， 显然 X= Ü En. 令 Bn = X\En, 
Bn 为 开 集 并 且 由 命题 1.3.2(4), Bn 在 X PAE. 现在 


这 与 七 的 Baire 性 质 矛 盾 , 所 以 X 是 第 二 纲 集 . 证 毕 . 
下 面 让 我 们 介绍 一 些 关 于 映射 的 记号 和 基本 知识 . 
W T EA SS X 到 集合 Y 中 的 映射 ( 算 子 ) Ac X, B CY, 今 后记 


T(A) = (y € Y : y = Tz,V> € A}, 
T—-1(B) = (z € X : y = Tz, Yy € B}. 


分 别称 了 (4) 是 集合 4 的 象 , TB) 是 集合 B 的 原 象 . 

定义 1.3.3 Ü X, Y 是 两 个 度量 空间 , T: X — Y 是 一 个 映射 ， 

(1) T Æ ro € X 连续, Æ Vin € X, zn > zo, 则 Trn 一 Two. 

(2) € T Æ X 的 每 一 点 连续 , 称 工 在 和 上 连续 . 

T 在 一 点 zo 连续 的 定义 也 可 以 用 邻 域 的 说 法 来 表述 , 即 T 在 zo 连续 当 且 仅 
当 对 于 Tro 的 任 一 邻 域 O(Tzo), 存在 zo 的 邻 域 O(zo) 使 得 T(O(zo)) C O(Tzo). 
甚至 于 可 以 用 e-6 语言 来 叙述 连续 性 , 它们 彼此 是 等 价 的 . 读者 不 妨 作 为 练习 直接 
验证 . 关于 在 整个 空间 上 的 连续 性 我 们 有 下 面 结果 . 

定理 1.3.4 i X, Y 是 度量 空间 ,了 :XX 一 Y 是 一 映射 . 

(1) 工 在 铸 上 连续 当 目 仅 当 对 于 任 一 开 集 B c Y, T 1(B) Æ X 中 的 开 集 . 

(2) 上 面 开 集 换 为 闭 集结 论 仍 成 立 . . 

证 明 ”分别 以 O(z), O(Tz) 表示 z 在 关中 和 Tz # Y 中 的 邻 域 , 它们 是 包含 
该 点 的 任 一 开 集 . 

(1) 设 了 在 X 上 连续 , B c Y 是 开 集 . Vz € T-1(B), H y = 7Tz c B, F 
O(Tz) c B.T 在 > 连续 ,从 而 有 O(z),T(O(z)) C O(Tz) c B, FÆ O(z) c T-1(B), 
z 是 T-1(B) 的 内 点 . TB) 是 开 集 . 

反之 , 车 对 于 任 一 开 集 B c Y, TB) EFR, W| Vz € X M Te 的 邻 域 O(Tz), 
O(z) = T-1(O(Tz)) 是 开 集 . 显然 z € O(z), T(O(z)) C O(Tz), 这 说 明了 在 z 连 
续 , 从 而 在 X 上 连续 . 

(2) 从 等 式 T-1(Y\B) = X\T-1(B)(YB c Y) 即 得. 

定义 1.3.4 X,Y 是 线性 空间 , T : X — Y 是 一 映射 
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(1) 称 工 是 线性 算 子 (线性 映射 ), 若 Yri x2 € X, a, 8E $, 
7T(azl + Pr2) = aTri + BT'zo. (1.3.6) 


(2) 4 Y = $ Bf, (1) 中 的 线性 算 子 T 称 为 上 的 线性 泛 函 . 

关于 线性 算 子 TT: X — Y, 以 下 事实 应 该 注意 : 

(1) T0=0. 3E N(T) = {z € X : Tr = 0}, 容易 验证 NN(T) 是 XX 的 线性 子 空间 ， 
称 N(T) 是 了 的 零 空间 ， 

(2) 车 YTzi,Tzz, 由 Tzi = Tzz 可 推出 zi = zz, 则 称 T 是 一 一 的 ( 单 射 ). A 
易 知 道 了 是 一 一 的 当 且 仅 当 N(T) = {0}. 

车 了 是 一 一 映射 , 则 对 于 每 个 ye RT), Ty EÈ X pE. 此 时 称 映 
射 T-1: R(T) 一 (其 中 Tz=y 时 T-1ly=z) Æ T RRRS. 所 以 一 一 映射 又 称 
为 是 可 逆 的 . 容易 验证 此 时 T 也 是 线性 算 子 ， 

(3) 记 R(T) = T(X), 可 以 验证 R(T) Æ Y 的 线性 子 空间 , 称 RT) 是 了 的 值 空 
间 . 着 R(T) = Y, 称 了 是 到 上 的 ( 满 射 ). 

既是 满 射 又 是 单 射 的 映射 又 称 为 双 射 . 

线性 算 子 与 线性 泛 函 在 线性 代数 、 几 何 和 经 典 分 析 中 都 是 经 常 遇 到 的 . 现 举 两 
例 . 

BJ 1.3.4 X = p, Y = or. 对 于 每 个 mm x n NERE A = (aj), 定义 
T:X—Y,T(zi,: Za) = ( 胡 ,… ,ym) 使 得 


n 
Yj = Y ajizi, j = 1, oum, (1.3.7) 
i=1 


容易 验证 T 是 线性 算 子 . 若 用 矩阵 表示 , R (1.3.7) 即 


yı G11 `? Qn Tı 
Ym m1 Omn Tn 
这 是 在 线性 代数 中 研究 的 线性 算 子 . 


例 1.3.5 在 Cla,8] 上 定义 


t b 
Taa = f z(s)ds, t <€ [a,b], sa- f z(s)ds. 


a 


则 T, S 分 别 是 Cla b) 上 的 线性 算 子 与 线性 泛 函 ， 
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例 1.3.6 在 CW(8) 上 定义 的 微分 算 子 
(Du)(t) = >` ao (t) = (1.3.8) 


lalgk 


(aaO = wwe 人 在 0 上 连续 ) BERENT. 


在 求解 各 种 类 型 的 算 子 方程 时 , 首先 遇 到 的 是 解 的 存在 性 和 唯一 性 问题 . 这 类 
问题 在 泛 函 分 析 中 即 所 谓 不 动 点 问题 , 其 中 关于 不 动 点 的 存在 性 往往 与 空间 的 完备 


性 直接 有 关 ， 
EN 1.3.5 设 革 是 度量 空间 , T : X 一 天 是 一 个 映射 (不 必 线 性 ), 车 存在 a， 
0<a<1 使 得 
d(Tz,Ty) < ad(z,y), Vz,y € X, . (1.3.9) 


则 称 工 是 关上 的 压缩 映射 . 
车 存在 z e X EB Tir = z, 则 称 z 是 了 的 不 动 点 . 
定理 1.3.5 ”完备 度量 空间 上 的 压缩 映射 具有 唯一 的 不 动 点 . 
证 明 由 (1) 容易 验证 压缩 映射 是 连续 的 . 
任 取 zo € X, 则 


Tzo, T2zo = T(Tzo), ..., Tr"zo = T(T"-lzo) 
可 归纳 地 加 以 定义 . 我 们 证 明 (T"zo) 是 X 中 的 Cauchy 序列 . 实际 上 由 压缩 性 
d(T"flro,T"zo) < ad(T” z0, T™ lz0) < --- < ad(Tzo, zo), 
从 而 对 于 任何 自然 数 p, 
d(Tn+pzo,Tnzo) < and(TPzo, zo) 
< ar(d(T?zo0, TP 1z0) +- - - + d(T zo, zo)) 
和 an(aP-1 + ap 2 +... + 1)d(T'zo, zo) 
< d(T zo, 20). (1.3.10) 


由 于 0 <a < 1, 不 难 知道 {T"zo} 是 Cauchy 序列 . 
X 是 完备 的 , 不 纺 设 lim_Tnzo — Z,Z € X. 由 了 的 连续 性 


TZ = T( lim T”zo)= lim T(T"xo) = lim T”t!zo =F, 
全 -OO noo 天 一 DO 
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TET 的 不 动 点 , 这 说 明 不 动 点 是 存在 的 . 
若 男 有 Ee X, TY = 5, 则 仍 由 压缩 性 


d(z, y) = d(Tz, Ty) < ad(z, y), 
此 时 必 有 d(z,7) = 0, AM z = g. 这 说 明 不 动 点 是 唯一 的 . 证 毕 . 
注意 在 不 等 式 (1.3.10) 中 令 p — eo, 由 于 lim Tn+pzo = Z, 可 以 得 到 


n 
d(T” £0, 7) < T d(Tzo, 20). (1.3.11) 


此 式 给 出 了 zo 经 过 了 的 m 次 迭代 到 不 动 点 五 的 距离 的 估计 . 

命题 1.3.3 T: XX EX ERRA, 若 对 于 某 个 自然 数 k, Tt 有 唯一 不 
动 点 , M) T 以 同一 点 为 唯一 不 动 点 . 

证 明 设 zeX 是 7T* 的 唯一 不 动 点 , T*z=z, 则 


Tz = T(T*z) = Tr(Tz). 


这 说 明 Tz 是 T* 的 不 动 点 . 由 唯一 性 知道 Tz = z. X T 的 每 个 不 动 点 必 是 TE 
的 不 动 点 , 所 以 T 的 不 动 点 是 唯一 的 . 

让 我 们 看 两 个 应 用 不 动 点 定理 解决 某 些 问题 的 例子 . 

例 1.3.7 ”考虑 具有 初 值 条 件 的 微分 方程 


g = jzy)， w(zo) = %0, (1.3.12) 
其 中 f(z,y) 是 二 元 连续 函数 并 且 满 足 关于 y 的 Lipschitz 条 件 ， 
|f(z,) — f(x,y2)| < Lly — yol, 


Vz € [zo, zo + ó|, —oo < Y1, Y2 < co. 


则 当 ó L < 1 时 , 此 微分 方程 存在 唯一 连续 解 . 
实际 上 , 考虑 映射 了 : C|a,b] 一 Cla, t], 


(TYy)(z) = yo + f i f(t, y(t))dt, Vy € C|a, bJ (1.3.13) 


(这 里 记 a = zo, b = zo + ó), W y 是 方程 (1.3.12) 的 解 当 且 仅 当 y 是 (1.3.13) 中 算 
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子 工 的 不 动 点 . 由 Lipschitz 条 件 , B Cla, 0) 中 的 范 数 有 
IT -Tel= mas, | Í Im) — Feet 
< { snl) -noar 
< Lb a) max hn (i) — val 
< ó Llly — yell. 


H ó L < 1 知道 了 是 压缩 的 . 由 于 Cla b] 是 完备 的 , 定理 1.3.5 表明 T 有 唯一 不 动 
点 , 从 而 方程 (1.3.12) 存在 唯一 连续 解 
例 1.3.8 考虑 Volterra 型 积分 方程 


z(t) = uf K(t,r)z(r)dr + (t), t € [a, b], (1.3.14) 


其 中 K(s,t) 是 矩形 a < s, t < 上 的 连续 函数 , p e Cla, b]. 对 于 每 个 € $, 我 们 
证 明 此 方程 在 Cla, b) 中 存在 唯一 解 . 
实际 上 , 设 sup. IK(s, t) = M, W| M < oo. 考虑 映射 了 : Cla,b] — Cla, b|, 


(Tz)(t) = uf K(t,r)z(r)drz + (t), Vz € Cla, bl), 
则 
t 
(TAH — (TO= M| | KENE) -var 
<la|M sup |z(t) — u(t)| lt — al 
a<t<b 
= M(t — a) dy) 


归纳 地 , 3 


NTa) = TDO < ane 7, y), (1.3.15) 
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则 
t 
(THa) = (TO= Jal | Í KE DD = (Ar 
< tia f (r —a)”drd(z,y) 
ontl 
= Ip H MeH y Si dle, y). 
由 此 得 到 对 于 任何 自然 数 n, 


draTg)= sup II" 的 一 (Tog)G 


< Ue qz, y). 
取 n ERK, 使 |u M”(b-a)/n! < 1, 则 是 Cla 攻 上 的 压缩 映射 . Cla,49] 完 
备 , 所 以 T 有 了 唯一 不 动 点 . 再 由 命题 1.3.3, T 有 同一 不 动 点 . 它 即 是 方程 (1.3.6) 
的 解 . 

对 于 线性 空间 X 上 的 一 个 算 子 工 : X 一 六 ,方程 Tz = v 的 求解 问题 很 容易 变 


成 一 个 不 动 点 的 存在 问题 . 例如 , 设 


Vr=z+Tz-7gy, 


W V 的 不 动 点 即 是 Tz = v 的 解 . 让 我 们 给 出 一 个 更 一 般 的 例子 . 
例 1.3.9 i X E Banach 空间 , U ÆA X 8| X 中 的 算 子 ,车 
|IUz1 — Uz>|| < al|zi — z2||, Vz1,z2 € X, 
其 中 0 和 a <1, 则 方程 Uz = z+ 有 唯一 解 . 
实际 上 , 如 上 面 所 述 , $ Vz = Uz 一 y, WI 


lIVzi 一 Yzz|| 一 |U zı 一 Ur2|| < al|zi 一 zo|!, Vz1,T2 e X, 


即 V E X 上 的 压缩 映射 . X 完备 , WETE T e X, Vz = z, JAWI # = Uz — v, Z J: 
Uz = zr + 的 唯一 解 . 

现在 让 我 们 回 到 本 节 开 头 所 说 的 问题 . 一 个 度量 空间 可 能 不 是 完备 的 , 那么 是 
否 可 以 补充 某 些 元 素 使 之 成 为 完备 空间 呢 ? 答案 是 肯定 的 . 下 面 我 们 来 证 明 所 谓 的 
完备 化 定理 , 为 此 需要 引入 同 构 概 念 . 

定义 1.3.6 HX, Y 是 度量 空间 , KEH T: X — Y 是 同 构 映 射 , 若 卫 与 人 -1 
都 连续 . PR X 与 了 彼此 同 构 , 车 存在 一 一 的 到 上 的 同 构 映射 : X 一 了 . F X, Y 
是 线性 赋 范 空间 , 则 还 要 求 上 述 映射 工 :X 一 了 是 线性 映射 . | 
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车 了 T 了 是 到 上 的 并 且 Vzi,zə € X, d(T'z1, Tz2) = d(x,y), 则 称 了 是 等 距 同 构 ， 

容易 验证 等 距 同 构 映 射 一 定 是 同 构 映 射 . 

注意 等 距 同 构 的 两 个 空间 除了 表示 它们 的 符号 不 同 之 外 是 无 法 区 分 的 , 因此 可 
以 看 成 同一 个 空间 或 者 说 两 个 空间 相等 . 

定理 1.3.6 i (X,d) 是 度量 空间 , 则 存在 完备 度量 空间 (X, d) 848 X 5 X 
的 稠密 子 空间 等 距 同 构 . 在 等 距 同 构 意 义 下 , X 是 包含 X 的 最 小 完备 空间 , 从 而 是 
唯一 的 . 

称 (X, d) 是 (X, d) 的 完备 化 空间 . 

证 明 id X PH Cauchy FIERA E. 车 序列 (En), (Yn) € EE,d(zn, Yn) — 0, 
则 称 二 者 等 价 , 记 为 (zn) ~ (ua). 直接 验证 可 知 关系 “~” 满 足 自 反 性 、 对 称 性 、 传 
递 性 , 因此 是 上 的 等 价 关系 ( 见 附录 A). 以 X = E/ ~ 记 如 此 等 价 类 的 全 体 , 并 
且 定 义 


AE, n) = lim d(En,yn), VE = (£n), n = (yn) € X. (1.3.16) 


我 们 验证 (X,d) 是 度量 空间 . 
(1) 首先 4 有 完全 确定 的 意义 , 即 其 中 的 极限 存在 并 且 不 随 (£n), (yn) 的 选取 而 
改变 . 实际 上 由 于 (z,); (un) 是 Cauchy 序列 , 故 


|d(zm, Ym) 一 d(xn, yn)| < dzmy Za) 十 d(ym, Yn) 一 0 (m,n 一 eo), 


所 以 实数 列 {d(zn,yn)} 是 收敛 的 . 若 (En), (z4) 同 在 E 代表 的 等 价 类 中 , (yn), (Ur) 
同 在 n 所 在 的 等 价 类 中 , 则 


dhn, £) 一 0， d(yn,y) > 0. 
于 是 
|d(zn， Yn) 一 d(zn,, yn)| < d(xn, Tn) 十 d(yn, Yn) 一 0 (n 个 eo), 


即 
im d(zn, Yn) = lim dle, yn) = d(€,n). 
(2) 为 证 (X,d 是 度量 空间 , 注意 dEn) > 0 是 明显 的 . Æ dEn) = 0, 则 
im. d{(zn, Yn) = 0, (zx); (yn) 在 同一 等 价 类 中 ， 所 以 由 定义 € = T, 易 知 


dln,€) = lim d(gnzn) = lim d(zn,yn) = d(€,n). 
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然后 由 X 中 的 三 角 不 等 式 , # Ç = (za) < X, 则 
dé,6) = lim d(zn, zn) S lim dlzn, yn) + lim d(yn, za) 
= d(€,n) + d(n, O), 
得 到 (X, d) 中 的 三 角 不 等 式 . 


(3) Vz € X, 考虑 序列 (z, x,…), 记 它 所 在 的 等 价 类 为 z. 此 种 的 全 体 记 为 
Xo, 容易 知道 X, 是 X 的 线性 子 空间 , 并 且 由 于 


d(ë,g) = lim d(z,y) = d(z,y), Vm,y € X, 


X 与 头等 距 同 构 . 

为 证 Xo 是 X 的 稠密 子 空间 , 注意 ve e X, RIR £ = (zn), 其 中 zw € X. 对 
于 每 个 mw W Žn = (Sn, £n), MJ #,, € Xo. 由 于 (£n) 是 Cauchy 序列 , 所 以 Ve > 0, 
3no, 使 得 k,n > no 时 d(zk, 2n) < e, 从 而 


d(é, žk) = Jim d(z,., zk) < €, k 2 no, (1.3.17) 


即 lim š = £. 
(4) 最 后 证 明 (X, d) 是 完备 的 . 设 6k = (zkin) 是 (X, d) 中 Cauchy 序列 , Ye > 0, 
3ko, 当 k,k' > ko B$, 


d(&, £x) = lim d(zka — gen) < €. (1.3.18) 
对 于 每 个 Ex, 由 (3) 所 证 , 存在 Žr = (zk, zk,…) € Xo 使 得 


_ 1 
Alek Ži) = lim dzpns zk) <z, Vk 21. (1.3.19) 


令 £ = (zi, za, ` - °), 由 (1.3.18), (1.3.19), 4 n ERKE, 
d(Ek, Tk) S d(Tk, Tkn) + d(Tkn, Lkn) + d(Tkn, Zk) 


1 
kY 

所 以 当 k, k' 足够 大 时 , d(zken en) 可 任意 小 , 从 而 dlar, ee) 也 任意 小 , 于 是 (z) 
E X 中 的 Cauchy 序列 , £ e X. 现在 由 (1.3.17), (1.3.19) 两 式 得 到 


1 
< k + d(Tkn, Tk'n) 十 


Jim d(ék,€) < Jim d(€k, Žr) + Jim d(šx, €) = 0. 
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所 以 Ek 一 6, (X, d) 是 完备 的 . X 是 X 的 完备 化 空间 . 
车 X' 是 包含 X 的 另 一 完备 空间 , X 与 六 /的 稠密 子 空间 等 距 同 构 , WI W < X, 


不 妨 设 z, € Xo 使 得 2, — €. 此 时 zn E X, 从 而 又 有 z, e X'. 于 是 由 X' 的 完备 , 


YE BE E e 充 使 得 各 oE Ey: X R, Eog, 
P(E, n) = È (oE) oln) = lim lin, tn) = ÂE), vene X. (1320) 


所 以 8 E X J X: 的 子 空间 上 的 等 距 同 构 . 于 是 X CX, X 是 最 小 的 , 证 毕 ， 

对 于 赋 范 空间 , 内 积 空间 都 有 相应 的 完备 化 定理 . 

EH 1.3.7 iX 是 线性 赋 范 空间 , 则 存在 Banach ZH X 848 X 5; X By 
密 子 空间 等 距 同 构 . 若 X 是 内 积 空间 , 则 X 是 Hilbert 空间 . 

要 验证 一 个 完备 空间 X EA-EZ X 的 完备 化 空间 , 只 需 检验 @X c 区 (此 
时 要 特别 注意 二 者 的 度量 或 范 数 是 一 致 的 ); OX 在 X 中 稠密 . 例如, 根据 Weier- 
strass 定理 , 例 1.3.1 中 Pla,b] 的 完备 化 空间 是 Cla, b]. 对 于 空间 


b 
x= |: eclat: lell= Í etla: } . 


H Lyzin 定理 , X 的 完备 化 空间 是 Lila b). 读者 不 妨 自行 验证 . 
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称 一 个 集 族 (B. : Xe A) 覆盖 集合 A, 若 U B. D A. 


EN 1.4.1 E X 是 度量 空间 , ACX. 

(1) 称 4 是 紧 的 , € X 中 任 一 覆盖 4 的 开 集 族 中 存在 有 限 个 开 集 仍 覆盖 A. 

(2) A 称 为 是 相对 紧 的 , 若 4 紧 . 

(3) FK E c X J AH = W, 若 集 族 {0O(z,e): z € E) 覆盖 A. 

(4) 称 4 是 完全 有 界 的 , 若 Ve > 0, X 中 存在 由 有 限 个 元 素 构成 的 4 的 网 ， 

注意 ”在 (3) 中 , 作为 4 的 s 网 的 集合 E, 并 没有 要 求 E c A. 实际 上 对 于 一 
个 集合 来 说 , 是 否 要 求 E c 4 并 不 改变 其 完全 有 界 性 . 

先 让 我 们 看 一 个 例子 . 

例 1.4.1 ° Æ P pP, $ e. = (0, ,0,1,0,-…), 则 |lenllz = 1,n > 1. 集合 

— 


A= (ex: n 21) 不 是 紧 集 . 实际 上 ， 
lle. — enll = v2, Ym Z n, 


“æ fpa t 


.38. r 1 NBl18 mh 


Ë Bn = O (en,1/2), W (B, : n > 1) mamata. 但 由 于 每 个 Bu 只 包 
含 一 个 ew, 其 中 没有 任何 有 限 子 族 覆 盖 A. 注意 À EE P 中 的 有 界 集 , 由 于 4 中 
不 存在 Cauchy 序列 , 所 以 它 还 是 闭 集 . oppas ， 

, 此 例 告诉 我 们 在 无 穷 维 空间 情况 ， 有 界 闭 集 不 -一定 是 紧 旬 ， 其 中 每 个 无 穷 序列 
也 天 有 收 伍 的 子 序 列 ， 换 名 话说, TERIER, Bolagao-Weieretrass 定理 并 不 
成 立 . 

定理 1.4.1 X 是 度量 空间 , 4 C X, 则 下 面 两 条 件 等 价 ，. 

(1) 4 RRR. 

(2) 4 中 任 一 无 穷 序 列 {zn} 包含 有 子 序列 {En} zw — z 并 且 z€ A. 

证 明 (1)=(2) 设 AK, {zn} E 4 中 的 无 穷 序列 . 若 {zn} 无 子 序 列 收敛 于 
A 中 的 元 , W| Vz € A, Irs > 0 和 自然数 nz, 使 得 O(z,7z) 门 {zr : n > ns} =Ø. tE 


意 到 U Olz, 2) D A, H A 的 紧 性 ， 存在 2Z1 Ths 使 得 Ú Olaja) 2 A. 但 当 
TE 3= 
m > max{nzs, Nae, } EF, Olz}, Ta) (z+ : n 2 m) = @, 从 而 


k 
{rnin 2 m) c U O(z;,rz;) (zx : m 2 m) = @, 
j=1 


矛盾 . 
(2)=>(1). 反之 , W {Bs : € 4} 是 4 的 任意 一 族 开 和 覆盖 . 对 于 每 个 z € À, FE 
Æ By, z€ By. B) 是 开 集 , 故 存在 7 > 0, O(z,r) C Bx. T 


Ts = sup{r : O(z,r) C Ba, VA € A}, 
显然 rz > 0. 我 们 要 证 明 ro = inf rz > 0( 称 ro 是 4 的 Lebesgue 数 ). 
由 下 确 界定 义 , 存在 £n E A, ren, 一 ro. 根据 定理 中 条 件 , 存在 子 序列 {zn,}， 
En, > zo € A. 不 妨 设 zo € Bao, 于 是 存在 ko, 4 k 2 ko WF, zn € O (zorzo/2), 此 
时 必 有 
O (za, Tz0/2) C D (zo, T20) C Bx. 


于 是 Trn > Tzo/2, k 之 ko, 
70 = Jim N Tan, 2 > rx /2 > 0. 


现在 任 取 z, € A, & w ro) D A #H O(z1,ro) C Ba, N Ba, 覆盖 A. 否 
则 存在 z2 € A\O(z1,70). Æ Ú O(zi,ro) D A 并且 O(a2,ro) C Ba, WJ Ba, Bx, 
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EX A. 否则 存在 z3 e AN U Oleiro), =- 如 果 这 一 过 程 可 以 无 限 进行 下 去 ,由 
此 得 到 序列 {zn}, BR dam 2n) > ro , m # n. {zo} 无 收 伍 子 序列 ,与 (2) FR. 


于 县 存在 某 个 m U O(z;,ro) 2 A. 此 时 车 O(t ro) C Bx, i=1, n, M AR 


BÅ,- Bx, ME. HELME A RER. | 
推论 1.4.1 “每 个 紧 集 是 有 界 闭 集 . 紧 集 的 每 个 闭 子 集 是 紧 的 . 
这 是 因为 对 于 紧 集 4 中 的 每 个 序列 {zn}, 车 zn — z, VAFA En, > z € A, 


所 以 AA. 另 一 方面 , 若 4 紧 , E c 4 是 闭 的 , 则 Vz € E, AFA zw 一 z, E A,- 


故 z€ E. WUER. 
定理 1.4.2 j X 是 度量 空间 , 4 c X, 则 下 面 两 条 件 等 价 ， 
(1) 4 是 相对 紧 集 . 
(2) A 中 任 一 无 穷 序 列 {1n} 包含 收敛 子 序列 他 限 点 不 必 在 4 中). 
证 明 (1) # AK, {rn} C À c 4 由 定理 1.4.1, 存在 子 序列 zw — z € À c 


(2) 反之 , 设 (2) 成 立 . 车 {zn} 是 A 中 的 无 穷 序 列 , 构造 4 中 的 无 穷 序列 {yn}, 


Tn, Tn € À, 
Yn = ; — 
Th, za € ANA, 


HP zi, € A, d(zl,,za) < n”1. 则 {yn} C A, 由 (2), 存在 子 列 yr。 — v € X. 显然 
y € 并 且 不 难 验证 z+, >y. 由 定理 1.4.1 知 万 紧 . 

定理 1.4.3 i X 是 度量 空间 , ACX, 则 下 面 两 条 件 等 价 : 

(1) 4 是 完全 有 界 集 . 

(2) A 中 任 一 无 穷 序 列 {zn} 包含 Cauchy 子 序列 . | 

证 明 (1) 3 4 是 完全 有 界 的 , {zn} C A, 取 = = 3, 则 4 有 有 限 3 网 . (z) 
是 无 限 的 , 故 至 少 有 一 个 半径 为 了 的 球 包含 无 穷 多 个 zo, 记 它们 为 (zu), BR 
d(zu, zu) < 1. (zu) 作为 4 的 子 集 同样 是 完全 有 界 的 , 现在 取 e = J. (zu) 有 
有 限 的 去 M, 其 中 之 一 包含 (zu) 中 无 穷 多 个 元 , 记 为 (z), BR dax, 12) < 
D. ses 如 此 下 去 得 到 可 数 多 个 序列 ， 每 个 序列 是 前 面 一 个 的 子 序列 .选取 对 


角 线 上 的 元 素 (za. 它 是 {zn} 的 子 序列 , 由 我 们 的 取 法 知道 ，{znn} 是 Cauchy 
序列 . 


— 
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(2) 若 4 不 是 完全 有 界 的 , 则 存在 eo > 0, 4 不 具有 有 限 so 网 . 换 句 话说 任 取 
zi € À, O(z1, 80) A 4， 故 有 T2 € A\O(z1, £0), U O(z;, £0) JA. 从 而 又 有 3 


如 此 得 到 序列 {£n}, d(En, Em) 2 so m Z n, {rn} 不 包含 任何 Cauchy 子 序列 ,， 


矛盾 . 
党 推论 1.4.2” 设 关 是 度量 空间 , A c X. 

(1) 紧 集 必 是 相对 紧 集 , 相对 紧 集 必 是 完全 有 界 集 . 

(2) 若 4 是 闭 集 , 则 4 紧 当 且 仅 当 4 相对 紧 . 

(3) Æ X 完备 , W 4 相对 紧 当 上 且 仅 当 4 完全 有 界 . 

(4) 整个 空间 X 是 紧 的 当 且 仅 当 X 完备 并 且 完 全 有 界 . 

推论 1.4.3 ”在 有 限 维 线性 赋 范 空间 中 4 是 相对 紧 集 当 且 仅 当 4 是 有 界 集 , A 
是 紧 集 当 且 仅 当 4 是 有 界 闭 集 . 

证 明 在 有 限 维 空间 中 , 根据 Bolzano-Weierstrass 定理 , 任 一 有 界 无 穷 序列 必 
有 收敛 子 序列 , 所 以 是 相对 紧 集 . 反 过 来 , 相对 紧 集 是 完全 有 界 的 , 完全 有 界 集 又 是 
有 界 的 , 所 以 前 一 个 结论 成 立 . 由 此 , 后 一 个 结论 成 为 显然 的 . 

定理 1.4.4” 设 X 是 紧 度 量 空间 , T: X — Y 是 连续 映射 (不 必 线 性 ), WJ 

(1) T(X) ERKA. 

(2) T Æ X 上 一 致 连续 , 即 ve > 0, 36 > 0, 使 得 


d(T(z),T(z')) <€, Vz,zx’ €X, dziz) < ô. 


(3) 若 Y=R, 则 工 在 针 上 可 以 达到 上 、 下 确 界 . 
证 明 (1) Æ yn € T(X), 不 妨 设 y = T(zn), zn € X, n > 1. X 紧 , 故 存在 
(za), zw > T0 € X, 记 yo = T (20). 全 连续, 故 


Yng = T(zn.) > T (xo) = zo € T(X). 


由 定理 1.4.1, T(X) 紧 . 

(2) 若 不 然 , 存在 so > 0, 使 得 Yn, ben, x1 € X, dz 24) < nt, 但 GT(zn)， 
T(z,)) 2 €o. A 紧 ， 故 存在 [za J, TYnk 一 To E X, 从 而 Thr > To. 由 T # To 的 连 
续 性 ， 


T(zn) > T(z0), T(z¿,) 一 了 (zo)， 
d(T(za,), T(z,,,)) < d(T (En), T(zo)) + d(T'(zo),T'(z;,,)) — 0, 


X A(T (En) T(zz,)) > eo 了 矛盾. 


m y" 


(3) H (1), T(X) 在 R 中 紧 ， 故 T(X) AAR. W a = sup T(X), 则 存在 
Tn € X, T(zn) 一 a. {zn} 中 有 子 列 {Enu}, za, — zo € X, IA T(En,) — T(zo), 
T(zo) = a. 下 确 界 情况 同样 证 明 . 

现在 我 们 来 介绍 集合 可 分 性 的 概念 ， 

定义 1.4.2 BX 是 度量 空间 ， 4 c X. KRE 4 是 可 分 的 , 若 存在 可 数 集 
B c XWR B > A. 当 义 本 身 可 分 时 , 称 X 是 可 分 空间 . 

命题 1.4.1 ” 紧 集 、 相 对 紧 集 和 完全 有 界 集 都 是 可 分 的 . 

证 明 ”只 需 证 明 完全 有 界 集 可 分 . 取 er 1 0, 设 l) ... z) 是 4 的 有 限 er 网 ， 

& B= eg k 2 1, 1 < í <n}, N B 是 可 数 集 并 且 Vz € A, 有 ze O(c er), 

故 z) >r, FÆ B > A. 

@ 1.4.2 ”空间 co, IP(1 < p < oo), Pla, b], Cla, b], Lr[a,b](1 < p < oo) 都 是 可 
分 的 . 

考虑 集合 B= {(r1,…,rn,0,…) : ri € Q,n 21), Bl B 是 由 至 多 有 限 多 个 坐 
标 不 为 0, 并 且 每 个 坐标 都 是 有 理 数 的 元 素 构成 . 易 知 B 是 可 数 集 . Vz = (zu) € co 
和 < > 0, 由 于 zn 一 0, SER no 使 得 |jrn| < z, Vn > no. RAES r,a 使 

| <e. y= (mrno 0 小 则 ye 好 并 且 


1 


一 一 .—ul < r: ， , 
lz — yl] = max |z; — yl < max{ max |z; — ri], max |z|} < e 


这 说 明 B 在 co 中 是 稠密 的 , co 可 分 . " 
IIF P, Ë r= (zn) €e P, bj no 使 》 |znj? <=", 再 取 有 理 数 ri... rao 


i=no+1 


使 得 》 |z; 一 ril? < ep， E y = (ri, “ ,Tno;0 ee), 注意 此 时 ye IP 并 且 
i=1 


ilz — yll? < > |z; — ril? + y [zn|? < 2eP, 
i= i=no+1 

由 此 知道 P 是 可 分 的 . 

对 于 Pla, b), 容易 知道 有 理 系 数 多 项 式 的 全 体 是 Pla, 中 中 的 可 数 稠密 子 集 , 所 
以 Pfa, b] 可 分 . 根据 Weierstrass 定理 , Cla, b| 中 的 每 个 元 (连续 函数 ) 可 用 多 项 式 
HODE, 实际 上 即 是 依照 Cla, b] 中 的 范 数 逼 近 . 所 以 Pla,b] 在 Clo, 中 稠密 ,并 
且 当 4 在 也 中 稠密 B 在 C 中 稠密 时 , 4 一 定 在 C 中 稠密 . 于 是 有 理 系数 多 项 式 
的 全 体 在 Cla,b) PAE, Cla, b| 是 可 分 的 . 最 后 根据 Lyzin 定理 , Cla, b) 在 LP[a, b] 
中 稠密 , 于 是 Lr|a b) 是 可 分 的 . 
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例 1.4.3 1”, L°°|a,b] 不 是 可 分 空间 . 

这 里 仅 证 明 °°, 考虑 le 中 坐标 仅 由 0, 1 两 个 数组 成 的 序列 全 体 构成 的 集合 
A. 注意 [0,1) 中 的 实数 的 二 进位 表示 实现 了 4 与 0,1) 之 间 的 一 一 对 应 , 所 以 A 
具有 连续 统 的 势 . 

现在 若 可 数 集 B 在 /~ 中 稠密 , 则 B 中 存在 点 zo 使 得 以 zo 为 中 心 , 3 为 半径 


的 球 O (20,3) 至 少 包 含 4 中 两 个 不 同 点 ,而 4 中 的 不 同 点 n, va 在 I° 中 的 距离 


等 于 1, 所 以 
1 = d(yi,y2) S d(yi, zo) + d(y2, zo) < 5 + 3 = 1. 
矛盾 说 明 1c 不 可 分 . 
让 我 们 回 到 紧 性 的 讨论 . 有 时 候 知道 空间 中 某 个 子 集 是 紧 集 或 相对 紧 集 是 很 有 
用 的 . 
例 1.4.4 空间 O) 中 的 相对 紧 集 . 
设 (0,d) 是 紧 度 量 空间 , CO) 是 2 上 定义 的 标量 值 连续 函数 全 体 . 定义 


lz = sup |z(t)|, Vz € C(9@). (1.4.1) 
tEn 


容易 验证 , 上 . || 是 C(2) 上 的 范 数 并 且 C(O) 是 Banach 空间 . 
C(P) 的 子 集 K 称 为 是 等 度 连续 的 函数 族 , 若 ve > 0, 存在 5 = ó(e) > 0 使 得 
Vz € K, . 
|z(t) —z(tə2)| <€, Vito € Q, d(tı,t2) < ó. (1.4.2) 


定理 1.4.5 (Arzela-Ascoli) K c C(Q) 是 相对 紧 集 当 且 仅 当 天 是 CR) 中 
的 范 数 有 界 的 等 度 连续 函数 族 . 

证 明 ”充分 性 . 由 于 O) 的 完备 性 只 须 证 明 K 完全 有 界 . 

ve > 0, 由 等 度 连续 性 , 取 5 > 0 使 当 dlt, t) < ó 时 ,lz — rlt) < 了 0 是 紧 
空间 , 故 有 有 限 6 网 ti ……, 刀 ,使 得 Vi e R, 3i, d(t, ti) < 5. 此 时 


[z(t) — z(t)| < É. (1.4.3) 


i Š = (š = (z() ztta)) : z(t) € K}, K Et $" 中 的 点 集 , 并 且 对 于 每 个 


£ € K, 
n 
YE le(t)|? < Vi max la(t)| < Vn sup sup |z(t)| < co, 
— 1<i<n rEKtEN 
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即 K 是 é" 中 的 有 界 集 , 从 而 是 完全 有 界 集 (推论 1.4.3). 
对 于 < RARR EM inže 我 们 证 明 , S 9. k 相应 的 函数 21,… ,2 
E K W eN. 
实际 上 ， Vre K, 对 应 的 #=(z(t1), ... ,T(tn)) e K, 从 而 有 £; =(z;(t1), ... ,Tj(tn)) 
使 得 [> Iz; (t) - zef) < Š. 此 时 vi, 
i=1 


l(t) -a(t <$, 1<ign, (1.4.4) 
Vt € N, W ti, ET dlt, ti) < ó, 则 由 (1.4.3), (1.4.4), 


læ(t) — z; (t)| < jz(t) — alti) + |z(ti) — z (t:)| + |z; (t) — z; (6) 


所 以 
llz — z;|| = max |z (t) — z;(t)| < e, 
即 ze O(z;, z). K 是 完全 有 界 的 ， 
必要 性 . 设 K Æ O) 中 的 相对 紧 集 , 则 K 是 范 数 有 界 集 . 为 了 证 明 K 等 度 
连续 , Ve > 0, 设 z1,…,zk 为 K 的 3 网 , 每 个 zi(1 < i < k) ERR 2 上 连续 , 从 
而 一 致 连续 . 于 是 存在 5 > 0, 4 dlt, t) < ó Bf, 
lz:(t) = z(t) < ç (1<igk). (1.4.5) 


对 于 每 个 ze K, 
|z(t) — z(t')| < |z(t) — x(t) + |z; (t) — zit) + |z; (t!) 一 2 化) 


E€ 


3 
定理 1.4.6 X,Y 是 线性 赋 范 空间 , T: X — Y 是 到 上 的 线性 映射 , W| T E 
X 到 Y 上 的 同 构 当 且 仅 当 存 在 正 数 a, b 使 得 


2 
< 2||z — zill+ |z; (t) — zi(t)| < 子 + =e. 


allz=|| < IITzll < bllzll, Vz € X. (1.4.6) 


# X 与 了 同 构 , 当 一 个 是 完备 空间 时 , 另 一 个 也 是 . 
证 明 ”充分 性 . 若 不 等 式 (1.4.6) RX, 则 当 Tr = Tz2 B$, 


al|zi — zə|| < ||T(x1 — z2)|| = 0, 
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从 而 zi = z2, 人 是 一 一 的 . 车 zn,z € X, zn — z, WI 
[Tzn - Tzl| < blizn -zl 0, Tzn Tx, 
T EER. E yn, YEY, Yn — y, PE yn = Tzn, v = T>, 则 
al|T yn — Ty = allza — z|| < ||T'a, — Tz|| = llyn- yl — 0, 
TE Ty, >T ty, T? 连续 . A TEX AY ER. 


必要 性 . 设 T 是 从 X # Y 上 的 同 构 映射 , 若 不 存在 b > 0 使 得 ||Tzl| < 
b||z|l,Vz € X, 此 时 Vn, 必 有 z, € X, 上 Tznj| > nllznl]. 令 z, = 则 


Tn 
= lla 
TAR > — 0, Ai z! — 0. 但 


ry Trenll 
IITz;,,|| = n||z,]| > vn 00, 


了 不 是 连续 的 . 矛盾 即 证 明 存 在 > 0, ||Tzl| < bl|z], Vz € X. 同样 地 由 T- 连 
续 , 存在 a > 0, |IT y] < -llyll, Yy € Y, $ y = Tz 即 得 allzll < |Tel]. 
最 后 的 结论 是 明显 的 . f 
线性 空间 X 上 的 两 个 范 数 | ||1, || e 称 为 是 彼此 等 价 的 , EFE a, b > 0, 
使 得 
allz|| < |lzlle < ollzll, Vr € X. (1.4.7) 


由 上 面 定理 及 其 证 明 可 以 得 出 以 下 推论 . 

推论 1.4.4 ”线性 空间 X 上 的 两 个 范 数 ‖. ol ll 是 彼此 等 价 的 , 若 任何 
zn € X, ||znjhi 一 0 当 且 仅 当 ||zxnllz 一 0. 

定理 1.4.7 设 半 是 线性 赋 范 空间 , V E X 的 线性 子 空间 , dimY = n, ë" 是 
n 维 欧 氏 空 间 , # F: 一 了 是 到 上 的 (或 一 一 的 ) 线性 映射 , H| F E: ón 到 了 上 
的 同 构 并 且 Y Æ X 的 闭 子 空间 . 

证 明 令 ek = (0,…,0, 1, 0,.……,0) € B°, k = 1,..…,n, F(ek) = wk. 则 

— 


Vai, ,an € $, 
F [> aver) = Y ary (1.4.8) 
k=1 k=1 
由 于 F 是 一 一 映射 , F(z) = 0 时 必 有 z = 0, 于 是 o, = … = an = 0, 这 说 明 


VL `` ,yn 线性 无 关 , 所 以 F 是 到 上 的 ( 另 一 方面 , 若 下 不 是 一 一 的 , 则 y ,yn 线 
性 相关 , F 必 不 是 到 上 的 ). 
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由 于 
F (Eae) < lal llyxll 
'Xk=1 k=1 
n 二/ nm š 
< (Ee) PD , (1.4.9) 
k=1 k=1 
n š 
假设 b= (Eie) , 则 
k=1 
iF(oN| <ollall, — Ve =(aa Gn) € 9", 
所 以 下 是 连续 的 . 
反 过 来 考虑 函数 
fla an) = |F (Ea) . (1.4.10) 
k=1 


了 是 ”元 连续 函数 . E = fa : 》 larl? = rja g" 中 的 有 界 闭 集 , 从 而 是 紧 集 , 由 
k=1 
定理 1.4.4(3), f 可 以 达到 下 确 界 . 不 妨 设 
B= f(a, ao) = inf {f(a1,.… an) : (ai, an) € E). 


因为 21 ,Yn 线性 无 关 ， 仅 当 ai =+: = an = 0 hf f(a, an) = 0, Œ (0,---,0) 
FEE E, >o. V(aa，……，,an) € 有 (al an) #0, € 


1 


2 


n 
ok = Qk p e) ; 
k=1 


则 (ai OR) € E, 从 而 re.) > 8 skt 
k=1 
n n š 
| 全 
k=1 k=1 


BD Bllall < JHF(o)|, Ya € $". 
由 定理 1.4.6, F 是 从 ë= 到 了 上 的 同 构 映 射 . 由 于 o 完备 , 故 Y 完备 . 作为 
X 的 子 空间 , Y 是 闭 子 空间 . 证 毕 . 
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设 X, Y 是 线性 赋 范 空间 , dim X = dim Y = n, 则 存在 到 X 和 了 上 的 一 一 映 
HT: P — XAF: p Y EI (1.4.7) 成 立 . 由 此 我 们 得 到 如 下 推论 . 

推论 1.4.5 (1) 同 维 数 的 有 限 维 线性 赋 范 空间 彼此 同 构 . 

(2) 有 限 维 线性 空间 上 的 任意 两 个 范 数 等 价 . 

(3) 任何 有 限 维 线性 赋 范 空间 完备 . 线性 赋 范 空间 的 任何 有 限 维 线性 子 空间 是 
闭 的 . 

最 后 , 让 我 们 证 明 有 限 维 空间 的 一 个 特征 . 

引 理 1.4.1 (Riesz) 设 半 是 线性 赋 范 空间 , E c X 是 闭 线性 子 空间 ,着 包头， 
W ve (0 < £ <1), 存 在 xo € X, ||zol| = 1 使 得 zo 到 五 的 距离 


d(zo, E) = inf d(zo, z) > e. (1.4.11) 


证 明 R š e XNE, EW, Ék d(ë, E) = d > 0. 因为 d/e > d, 存在 z'€ ,使 
48 ||# — z'|| < d/e. & 


n= zz 
"zz 


W ||zo|| = 1. Vz € E, EB 为 线性 子 空间 , 故 z' + ||# — z!||z € E, 此 时 


lizo — z|| = 


-r 1 _ _ 
jz- ri -a| =e ri |llë — z” — ||ë — z'llzi| 


> d/(d/e) =€, 


即 d(zo, E) > €. 

定理 1.4.8 X ERRARTE, 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) dim X < co. 

(2) X 中 每 个 有 界 闭 集 是 紧 集 . 

(3) X 的 闭 单位 球 S(X) = (z e X: |iz|| < 1) 是 紧 集 . 

(4) X 的 单位 球面 S,(X) = (z : lz = 1} EKR. 

证 明 ”只 有 (4)=>(1) 是 需要 证 明 的 . 设 dim X = œ, R z, € X, iall = 1, iÉ 
Yi = span(zi), 则 dim i =1. 由 定理 1.4.7, Yı 是 闭 线性 子 空间 , Yi Z X. 由 Riesz 
引 理 , 存在 za € X, ||zə|| = 1, d(x2, Y1) > 5 记 Yo = span (zi, £2}, W] dim Yz = 2, 
a 闭 并 且 Yo Z X. ATXE zs, lzal| = 1, dea, Ya) > 3,…… 由 此 得 到 序列 


{2n}, za € S,(X), 4 m Z n B$, |a — snl] > 3 (za) 没有 收敛 子 序列 . H Sp(X) 
FERR, FIE. 于 是 dim X < oo, 证 毕 
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1.5_ 积 空间 与 商 空间 
É (Xall l) 1 < í < n 是 一 组 线性 赋 范 空间 , 令 
X = {z = (T1, 0 Za): Zi E Xi, 1 <i<n)}, 


SN X = Xi x… xXn.X 中 元 素 的 线性 运算 与 序列 空间 中 一 样 定义 , 则 X 是 线 
性 空间 . 车 此 外 定义 


n 
llzlly = (Eie) ， l<p<oe, 
i=1 
zlle = sup lzalli, 
1&ign 


则 (X,| o 是 线性 赋 范 空间 . 这 些 都 可 以 由 定义 直接 验证 . 

定理 1.5.1 设 X, 如 上 , 则 XX 是 线性 赋 范 空间 并 且 

(1) X 是 完备 的 当 且 仅 当 每 个 Xi(1 < i < n) 完备 . 

(2) 每 个 映射 Pi: X > X,,z| — z, 是 连续 的 (i = 1,…,n). 

证 明 (1) 先 设 每 个 X; 是 完备 的 ,假定 x*) = (ZÉ). ... zF) Æ X rRÉJ Cauchy 
序列 , 则 Ve > 0, 3ko 使 得 s, k > ko 时 


n 

k 
Dole -= 一 xz 用 < 人 
i=1 


特别 地 对 于 每 个 | 

lz 所 -alh < e. (1.5.1) 
这 说 明 {1 : k > 1) Ë X, 中 的 Cauchy 序列 . 由 X, 的 完备 性 , T e -zilli 一 
0, 这 里 x, € X,(1 < i < n). iË r= (zzn), 在 (1.5.1) FHE k 2 ko, $ s > œ, 
则 有 i 


lz: — z |l < z. (15.2) 
不 妨 设 对 于 每 个 i 当 上 > ko 时 (1.5.2) 均 成 立 , WI 
lz 一 zl = [e -olf < me 1<p<%. 
i=1 


总 之 ， Jim. z(t) = z. K X 完备 . 
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KZ, 设 X 完备 , 我 们 证 明 每 个 X, 完备 . 注意 


E; = {(0,---,0, zi,0,...,0): zi € Xi 
{( ) } 


J X 的 线性 子 空 间 并 且 E, 与 X, 等 距 同 构 , 即 


||(0,:…-, 0, zi,0,.…… ,0)||p = zilli, Vt; € Xi. 


剩 下 只 和 需 证 明 E, Æ X 的 闭 子 空间 . 
设 ZK) = (0,..., 0, 2(*), 0,...,0) € Ei, z) > T, 不 妨 设 Tt 一 (za Zn), 其 中 
Zi € X,(1 < í < n). 由 于 


llz® -alg = eP — zil? +$ lz; > 0, 
ji 
此 时 必 有 jj 去 i z; = 0, 同时 lz® — z, ||; — 0. 这 说 明 z; € E,, E, W. 
p = oo 的 情况 可 类 似 证 明 . 
(2) 由 于 当 z = (zi,: nhy = ( 轨 pn) € X BF 


||Piz — Piylli = lla; ~ yilli < lle ~ li>; (1.5.3) 


所 以 P; 连续 (1 < š < n). 

上 面 我 们 只 对 有 限 多 个 空间 定义 了 它们 的 乘积 , 实际 上 对 于 无 穷 多 个 也 可 以 加 
以 定义 , 并 且 定 理 1.5.1 仍 成 立 , 读者 不 妨 证 明之 . 

现在 我 们 转 到 商 空 间 . 

定理 1.5.2 j X 是 线性 空间 , E c X 是 线性 子 空间 . 

(1) ERE x ~y 当 且 仅 当 z 一 ye E, “~” EX 中 的 等 价 关 系 . 定义 


T+Y=T+Y, QT = QT, 


则 X/E (= X/ ~) 是 线性 空间 (k X/E E X ATF E 的 商 空 间 ). 
(2) # X 是 线性 赋 范 空间 , E 是 X 的 闭 子 空间 , 则 X/E 是 以 


llzll = inf |lyll (1.5.4) 
。 YET 


为 范 数 的 线性 赋 范 空间 . 
(3) # X 是 Banach 空间 , EE 是 六 的 闭 线 性 子 空间 , W X/ E 是 Banach 空间 . 
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证 明 (1) Vz € X,z-—z € E, 8 z — z. MF ERRETZE, 4 r-y EEk} 
y-rEe E, Kk xz u, MJ y — z. ##z—vu € E,y—z € E, j] z—z = (z—u)+(u—z) € E, 
Ék z — u, zt z — z. 所 以 汶 ” 是 等 价 关系 . 

记 F= {zy:y €E}, X/E = {7:2 € X}, 并且 规 定 


T+y= I+, aT = Gr. 
这 些 运算 有 确定 的 意义 . 例如 , # z — zi, g = pp MJ z — z: € E, y — mn € ,从 而 
(z +y)- -(z1+)C€E, az-az € E, 

于 是 TY = 页 干 页 , GZ = am. 依照 定义 可 验证 X/E 是 线性 空间 , 其 中 5 = E. 

(2) 对 于 每 个 EX/E, 以 (1.5.3) 定义 上: ||, W l- Æ XE Liig. 实际 上 
|z]! 2 0, 车 [dl] 一 0, 则 3 Yn € T, ||yn|| > 0, 故 如 一 z = zx € E. Zn = Yn T — —T, 
E B|, 于 是 rz e E, z = E = o. 

TA z e X/E, 


llaz|| = llazll = inf |lay|| = lal inf |lyll = lol llall. 
YET YET 


N = ma 1 = 
最 后 , Vz,5 € X/E, 由 定义 , 3 zn € z,||za|| < |Z| + — FIRT 3 yn € g, llynl| < 


1 
Izl] + — 从 而 Zn 十 加 € Z + 7, H 


2 
lz +gl| < llzn + all < llzal| + llyn] < IE + ligi + — 
<£ n 一 oo, 得 
llz+gl| < l| + Iyl- 


于 是 (1.5.3) 定义 了 X/E 上 的 范 数 | 

(3) # x E, E Bl, (2,) 是 X/E 中 的 Cauchy 序列 取 ex = gr, H| 3nk 使 当 
n > nx B, |En —Z,,|| < zz 不 妨 设 na 单调 增加 . 记 uk = z<, 则 (y) 是 (2,) 的 
”于 序列 并 且 |en -Tl < i 从 而 由 部 / 忆 中 范 数 的 定义 存在 zx € E E 


1 
jluk+1 一 Uk + zx|| < 其: 
Oo n 
记 Vk = uk+1 — Uk + zk, 则 Y leli < oo. X 完备, 故 wex 使 得 lim Yu =v. 
k=1 ka T 
A u=v+u. 现在 证 明 z, 一 元 
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n n 
实际 上 由 zk € E, i Vn 2 1, > ` zk € E, 3 ` zx = 6, 


k=1 k=1 
| 有 + — Ull = |n — 9 — Tl]! 


— 0. 


n 
Su- 
k=1 


TE uk — u, B|] Zn, > u. {Fn} 是 Cauchy 序列 , 其 中 有 子 列 {Fx} 收敛, 故 {2n} 
收敛 并 且 Tn — u, 从 而 X/E 完备 . 
定理 1.5.3 i X 是 线性 赋 范 空间 , E E: X 的 闭 线性 子 空 间 . 定义 商 映 射 


T: X — X/E, z| > Z, 


n 
2Wn+l — V — u + > Zk 
k=1 


< 


则 
(1) = 是 到 上 的 连续 映射 . 
(2) z H X 中 的 开 集 映射 为 头 /EE 中 的 开 集 . 
证 明 (1) z 是 到 上 的 和 连续 的 直接 由 定义 得 出 . 事实 上 , 由 X/E 中 范 数 定义 ， 
# r(z) =z, WI) 
IIz(z)I| = NE] = inf llyll < liell. (1.5.5) 


(2) 考虑 空间 X 中 的 球 O(0,r) 和 X/E 中 的 球 OO, r), 后 者 即 集合 (z e X/E : 

IZII <r}. 首先 对 于 每 个 去 O(0,7), 由 IIZ 的 定义 , 存在 ze O(0,r) 使 得 r(z) = z. 
这 说 明 | 

O(0,r) c z=(O(0, r)). (1.5.6) 


BV c X 是 开 集 , 现 证 z(V) 是 X/E 中 的 开 集 . 对 于 任 一 点 En(V), 存在 ze V, 
使 得 r(z) = z. V ERR, 故 有 7 > 0 使 得 O(0,r) C V. 此 时 由 集合 的 线性 运算 ， 
O(z,r) = z+ O(0,r), 从 而 由 (1.5.5)， 


#+ O(0,r)C z(z) + =(O(0,r)) = z(z + O(0,r))' 
= n(O(z,r)) C x(V), 


所 以 至 是 7(V) 的 内 点 . 至 是 任意 的 , 故 r(Y) ERR. 
习 题 1 


1. 在 实数 轴 R E, $ d(x,y) = |z yl?, 3 p 为 何 值 时 , R. 是 度量 空间 , 何 时 是 赋 范 空间 . 
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2. # (X, d) 是 度量 空间 , 则 d = min(d 1), d= 了 也 使 X 成 为 度量 空间 
3. 设 4 是 复 平面 C 的 单位 圆 盘 D = (z € C : |z| < 1) 中 的 解析 函数 全 体 , 定义 
d(f,g) = xz ash HG, vf,g € A, 
则 (A, d) 是 度量 空间 , 其 中 的 收敛 性 等 价 于 内 闭 一 致 收敛 . 
4. 验证 欧 氏 空间 多 ”中 点 列 的 收敛 性 等 价 于 依 坐 标 收敛 . 空间 s 也 是 这 样 . 
5. 证 明 在 线性 空间 X 中 ， 
(1) 任意 多 个 凸 集 之 交 是 凸 集 . 
(2) HI E 的 倍 集 KE (k € $) 是 凸 集 . 
(3) 西 集 经 平移 是 凸 集 . 
(4) # X 还 是 赋 范 空间 ,已 是 凸 集 , 则 E, E 是 凸 集 . 
(5) 举例 说 明 两 凸 集 之 并 未 必 是 凸 集 . 
6. 设 X, Y 是 线性 空间 , T : X — Y 是 线性 映射 , 则 
(1) ## À c X 是 凸 集 , NT(A) CY 是 凸 集 . 
(2) 车 B c Y 是 凸 集 , W TB) EnA. 
(3) 工 是 一 一 的 当 且 仅 当 对 于 X 中 的 每 个 线性 无 关 集 E, T(E) 是 Y 中 的 线性 无 关 集 . 
7. 设 X 是 线性 赋 范 空间 . 证 明 : 
(1) 对 于 任何 4, B C X. A+ B cC A+ B. 
(2) zo + A 是 开 集 (HR) 当 且 仅 当 4 是 开 集 ( 闭 集 ). 
(3) A, B 中 只 要 有 一 个 是 开 集 , 4 + B 是 开 集 . 
(4) # A Z @, WJ A- 4 以 0 为 内 点 . 
8. 证 明 离散 度量 空间 ( 例 1.1.7) 的 下 述 性 质 : 
(1) 任 一 集合 4 既是 开 集 又 是 闭 集 . 
(2) # zx € X, z, — z, 则 存在 no EB n > no Bf, zn = z. 
9. 设 H 是 内 积 空间 , z+, z, Yny € H, WH £n 一 z, yn — y Bf, (£n, Yn) 一 (x,y), 即 内 积 
关于 两 变 元 连续 . 
10. 应 用 Halder 不 等 式 证 明 ， 
(1) 车 f,g 是 (Q, Z, u) 上 定义 的 非 负 可 测 函 数 , 0 < o < 1, W 


J £us (f fan) (foa) 


1 
(2) Æ p,q,r > 0, stt 1, f, g, h 分 别 是 L?, La, L" 中 的 元 ， 则 


| Í foh dj < llpllgllellall- 
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1 1 
(3) Æ p,q,r > 0, — = _ 


1 
二 eL ge La WJ ` 
r. tf g 


I fgll- < lfllpllglle. 


11. # f € L<— (Q, E, u), 证明， 
(1) llflleo = inf(C > 0: {|f| > C} = 0) = sup{C > 0: p{|f| > C) > 0). 
(2) lfl =, üm Ifl- 
p+1 
(3) lille = m. Meri 
12. 设 KM) > 0,p Z 2, 证 明 IP, LP (Q, 5, u) 不 是 内 积 空间 . 
13. 设 H 是 内 积 空 间 , £n, yn € H, jlzn|| = llga|| = 了 les 十 如 | 一 2 H lln — ynl] — 0. 
14. 证 明 空 间 S, sco, c PP(1 < p < oo), Voja, b] AZA. 
15. Co( 一 00, +oo) 是 定义 在 (—oo,+oo) E, 当 |z| 一 oo 时 f(z) 一 0 hankak, IK 
照 函 数 空间 的 线性 运算 成 为 线性 空间 . 定义 


f=_ max IF|, Y f € Co(—o0, +00). 


—o0<t<oo 
证 明 Co( 一 00, +co) 是 Banach 空间 . 
16， 设 H2(D) 是 在 复 平面 的 开 子 集 D 中 解析 并 且 平 方 可 积 的 复 函 数 全 体 ， 即 vf e 
H?(D), J f |/(z)2dzdy < oo( 这 里 z = z + iy). 规定 
D 


(f,9) = J f f(z)g)dzdy,  Vf,g € H2(D), 


则 H2( D) Æ Hilbert 空间 . 
17. Ë X J [a,b] 上 连续 函数 的 全 体 , 1 < p < co, 


b 1 
llzlls = ( f e(a) ”yzexX. 
a 


证 明 || .lj 是 X 上 的 范 数 , 但 (X,II ` ls) 不 是 完备 的 . 验证 X 的 完备 化 空间 是 Lla, b]. 
18. 证 明 完备 度量 空间 的 每 个 闭 子 空间 是 完备 子 空间 . 度量 空间 的 每 个 完备 子 空间 是 闭 子 空 
间 . 
19. 设 X 是 线性 赋 范 空间 , 若 X 有 可 数 无 穷 Hamel Æ, W X 不 可 能 是 完备 的 . 
20. 设 X 是 Banach 空间 , 4 C X EHRM, an € ó HH 》 |an| < co. 则 对 于 任意 的 


n=1 
Zn € 4， > QnTn 是 收敛 级 数 . 


21. 设 x 是 度量 空间 ， 则 以 下 条 件 等 价 ， 
(1) X 具有 Baire 性 质 . 
(2) X 中 可 数 多 个 无 处 稠密 闭 集合 之 并 其 内 点 是 空 集 . 
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(3) X 中 每 个 非 空 开 集 是 第 二 纲 的 . 

(4) X 中 每 个 第 一 纲 集合 的 余 集 在 X 中 稠密 . 

22. 点 集 M = [0, 1] 以 实 轴 上 的 通常 度量 构成 完备 度量 空间 . 证 明 : 

(1) 每 个 单 点 z € M 是 M 中 的 无 处 稠密 集 . 

(2) 证 明 [0,1] 不 是 可 数 集 . 

23. Ë: X 是 度量 空间 , 证 明 集合 E 在 X 中 稠密 当 且 仅 当 ve > 0, X = y 0e). 

24. 设 X, Y 是 度量 空间 , 则 T : X — Y 在 六 .上 连续 当 且 仅 当 对 于 每 个 集合 ACX, 
T(A) c T(A). 

25. 设 (X, d) 是 度量 空间 , z € X, E c X,z 到 已 的 距离 是 d(z, E), 证 明 ， 

(1) E 是 闭 集 当 且 仅 当 Vz € X, d(z, E) = 0 BF z € E. 

(2) # E ZAR, 则 z€ E 当 且 仅 当 d(x, E) > 0. 

26. 设 | 和 | < 1, 考虑 C[0, 1] 上 的 积分 方程 


z(s) = af sin z(t)dt + y(s), 


其 中 ye C[0,1], 证 明 此 方程 存在 唯一 连续 解 . 
27. É IS = (z = (zzn) : z; € BJ), jlzl| = SP |z |, Vz € IT. 定义 线性 算 子 


了 :所 — le, T h (1.3.7) 表达 ,证 明 当 sup Y layl < 1 时 , 算 子 方程 Tz — z = y 有 唯一 解 . 
28. 考虑 Cla, b) 上 的 非 线性 积分 方程 
b 
a(t) — À Í K(tns,=(s))ds = y(i), 
其 中 e € Cla,b], K(t, s,w) 是 [a,b] x [fo 四 x 玉 上 的 连续 函数 , 满足 
IK(t, s,w1) — K(t,s,u2)| < blwi — w2l, 


证 明 当 | 和 | 足够 小 时 , 此 方程 存在 唯一 解 zo € Ca, b]. 

29. 举例 说 明定 理 1.3.5 中 的 压缩 映射 改 为 满足 d(Tz,Ty) < d(x,y) 的 映射 时 , 结论 不 成 
立 . 

30. 证 明 在 空间 1” H, 集合 4 = (z = (zn); |zn| < n7) 是 完全 有 界 的 从 而 是 紧 的 . 

31. 设 X 是 度量 空间 , 则 下 面 两 条 等 价 ， 

(1)X 是 紧 空 间 ; (2) 设 (F, : X € A) 是 X 中 的 任 一 闭 集 族 , 若 F, 具有 有 限 交 性 质 ( 即 其 
中 任意 有 限 个 集合 之 交 非 空 ), 则 n F, £ Ø. 

32. 设 X 是 度量 空间 À C X 是 紧 集 , 则 

(1) Vz € X, 存在 ye A, 使 得 d(x,y) = d(z, A). 

(2) Ix, y € A 使 得 d(z,y) = diam4, 后 者 为 4 的 直径 . 
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(3) 车 男 有 B C X 为 闭 集 , W ANB = 当 且 仅 当 
d(A, B) = „ipf p ds,y) > 0. 


(4) 举例 说 明 , 当 4 是 闭 集 时 ，(1) 可 以 不 成 立 . 

33. 车 函数 序列 f.(t) ERE 4 上 等 度 连续 并 且 点 点 收敛 , 则 f, (t) 在 4 上 一 致 收敛 . 

34. 证 明 空 间 c 可 分 . 

35. 证 明 在 度量 空间 中 , # 4 在 B HAY, B 在 C 中 稠密 , 则 4 在 C 中 稠密 . 

36. 利用 Arzela-Ascoli 定理 证 明 Montel 准则 ,对 于 在 复 平面 C 的 区 域 U 中 定义 的 一 族 
全 纯 函 数 K, 若 K 一 致 有 界 , 即 3M > 0 使 得 


Hg M, VvzeU, fe Kk, 


W K 是 正规 族 , 即 K 中 任 一 无 穷 序列 存在 子 序 列 在 U 的 任 一 紧 子 集 上 一 致 收敛 . 
37. iË E c Cla,b|, E # 8. B WE. a(0 < a < 1) 阶 Lipschitz 条 件 ， 


Iz(t1) — z(t2)| < Clin — t2|7, tı,t2 € [a,b], Vz € E, 


HI E Æ Cla,b] PRIER. 
38. E C PP (1 < p < cc) 是 相对 紧 集 当 上 且 仅 当 E 有 界 并 且 Ve > 0, 存在 no 使 得 


y` |En? <E, Vz = (£n) € E. 


n=ng 


39. E C LP |[a,b] (1 < p < co) 是 相对 紧 集 当 且 仅 当 E 有 界 并 且 Ve > 0, 存在 5 > 0 使 得 
f |z(t+ h)-—z(t)PPdt< zs, O<h<6, Vrze€E, 


其 中 r(t) = 0, # t€[a, b]. 

40. 设 X 是 度量 空间 , f: X 一 R 是 实 值 函数 , 称 f 在 X 上 是 下 半 连 续 的 . 车 Vz € X, 
zn — z, 则 f(z) < lim f(zn). 车 —f 是 下 半 连 续 的 , 则 称 f 上 半 连 续 . 证 明 ， 

(1) f 下 半 连 续 o 对 于 任意 实数 a, (z : f(z) < a) 是 X 中 的 闭 集 . 

(2) f 连续 o f 既 上 半 连 续 又 下 半 连 续 : | 

(3) 着 i(i > 1) FHER, 则 sup f, 下 半 连 续 并 且 min f, 下 半 连 续 

(4) 验证 度量 空间 中 每 个 开 集 的 特征 函数 都 是 下 半 连 续 的 . 

(5) Æ X 是 紧 的 , 则 每 个 下 半 连 续 函数 f 有 下 界 并 且 可 以 达到 下 确 界 . 
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本 章 首 先 讨 论 线性 算 子 的 有 界 性 和 有 界线 性 算 子 的 空间 , 然后 叙述 关于 线性 算 
子 和 线性 泛 函 的 若干 基本 定理 ,它们 是 共鸣 定理 、 开 映射 定理 、 闭 图 像 定 理 以 及 
Hahn-Banach 延 拓 定理 (包括 分 析 形式 和 几何 形式 ). 这 些 定理 在 整个 泛 函 分 析 理 论 
中 有 着 基本 的 重要 作用 . 本 章 还 将 介绍 这 些 定理 在 Fourier 分 析 、 积 分 方程 与 微分 
方程 适 定 问题 以 及 通 近 论 、 近似 计 算 等 方面 的 应 用 . 
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在 1.3 节 中 我 们 已 经 引入 了 线性 算 子 与 线性 证 函 的 概念 , 同时 也 介绍 了 算 子 的 
连续 性 概念 . 现在 让 我 们 给 出 连续 算 子 与 连续 泛 函 的 形式 上 不 同 的 定义 , 在 基本 空 
间 是 赋 范 空间 的 情况 下 , 它们 实际 上 是 等 价 的 . 

定义 2.1.1 Ü X,Y 是 线性 赋 范 空间 , 了 : X — Y 是 线性 算 子 . T 称 为 是 有 
界 的 , ETH X 中 的 每 个 有 界 集 映射 为 了 中 的 有 界 集 . 

注意 应 该 把 这 一 定义 中 的 有 界 算 子 的 概念 与 数学 分 析 中 有 界 函 数 的 概念 加 以 
区 别 , 后 者 是 指 在 整个 定义 域 中 所 取 的 值 为 有 界 的 函数 ,同时 要 把 线性 算 子 与 初等 
数学 中 所 定义 的 线性 函数 加 以 区 别 , 后 者 是 指 f(x) = kz + b 的 所 有 应 数 . 但 只 有 在 
b= 0 的 情况 下 , 它 才 是 我 们 定义 的 线性 算 子 . 

定理 2.1.1 É X,Y 是 线性 赋 范 空间 , 了 : X — Y 是 线性 算 子 , 则 下 列 诸 条 件 
等 价 : | 

(1) 工 在 某 一 点 zo 连续 . 

(2) T E X 上 连续 . 

(3) T 是 有 界 算 子 . 

(外 工 在 羡 的 某 一 点 的 有 界 邻 域内 有 界 . 特别 地 , T E X 的 单位 球 中 有 界 . 

(5) 存在 a > 0 使 得 ||Tz|| < a||z]||, Vz € X. 

ET = f 是 X 上 的 线性 泛 函 , f 取 0, 则 以 上 条 件 还 等 价 于 : 

(6) N(f) = (= € X : f(z) = 0) Æ X rFBJ HHE. 

(7) N(f) 不 在 X 中 稠密 . 
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证 明 (1) = (2). # T E ro 连续 , EI Vz, — zo, TEn > Tro. 设 y e€ X ERE 
点 并 且 yn > yY, $ En = Yn- 1 + zo, W) z, > zo, AM TEn = T (yn — u + zo) — T'zo. 
T 是 线性 的 , 故 Tyn -Ty + Tzo 一 Tzo R# Tyn — Tu. 

(2) = (3). 若 T 不 是 有 界 的 , 则 存在 有 界 集 AC X,T(4) 在 Y 中 不 是 有 界 
的 . 即 Yn, Jen € 4， 使 得 ITzn|| > n. 不 妨 设 |z.l < M, 取 y, = = 则 
ls < FE ve > 0. E Iuni = > ya oo, T 在 0 点 不 是 连续 的 , 矛盾. 

(3) = (4). 显然 . | 

(4).= (5). 不妨 设 了 在 O(zo,r) = (z € X : |e- zol] < r) 中 有 界 , 其 中 
zocXr>0. 注 意 由 于 了 是 线性 的 ， 


rO(0,1) + zo = O(zo, r), 
其 中 O(0,1) = (z € X : |æ] < 1) 是 单位 球 , 或 者 
O(0,1) = L(O(zo,r) — zo). 
由 此 容易 验证 , T 在 Olr) FARHANA T Æ O(0,1) EAR. 此 外 由 
O(0,1) c S(0,1) c O(0,2) 


容易 知道 了 在 O(0,1) 上 有 界 当 且 仅 当 了 在 闭 球 S(0,1) LER. 
为 证 (5), 假定 在 S(0,1) 上 , ||Tz|| < a < co. MJ Vz € X, z Z 0, 而 e S(0,1), 


从 而 
t (pse IIT=|| < allzll. 


z = 0 BF Tr = 0, 此 不 等 式 仍 成 立 . 总 之 得 到 (5). 

(5) = (1). 由 (5) 中 式 子 不 难 知道 , Yen € X, zn > 0, W 上 Tznj] sallzaj — 0, 
从 而 全 在 0 点 连续 . 

现在 设 f 是 义 上 的 线性 泛 函 , f 六 0. 

(2) = (6). # f E X LEZ, 由 于 (0) 是 $ 中 的 闭 集 , 由 定理 1.3.4, N(f) = 
广 :(0) Æ X 中 的 闭 集 . 
” (6) = (7). # N(f) fE X 中 稠密 , 由 (6) 知道 N(f) = N(?) = X. fB f Z 0, F 
盾 . 

(7) = (3). 由 (7), 3zo € X, r > 0, O(azo,r) Y N(f) = G 车 f REAR 
的 , 由 (3) 与 (4) 等 价 性 的 证 明知 道 , f 在 任 一 点 的 有 界 邻 域 上 都 不 是 有 界 的 . 特别 


ny 
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地 f 不 在 O(0,r) 上 有 界 . 我 们 证 明 此 时 f(O(0,r)) = $. 实际 上 , Vo € 5， 存 在 
/ z a rz = r z|| = lol , , r 
z' € O(0,r),|f(z)] > ja]. X z = 7) , 则 jzll Fl < |lz'|| < r, 并 


H f(z) = a, 故 知之 . 现在 —f(zo) € $, ik Iy € O(0,r) 使 得 f(y) = 一 f(zo), 于 是 
f(zo +y) = 0,zo +y € N(J). 但 显然 zo +y € O(zo, r), 所 以 O(zo,7) 站 N(f) Z @, 
与 所 设 矛 盾 . 证 毕 . 

在 1.3 节 中 我 们 已 经 提 到 过 一 些 线性 算 子 , 下 面 举 出 一 些 有 界线 性 算 子 的 例子 . 

例 2.1.1 W X = ëén,Y = p”, T: XY 是 线性 算 子 , 我 们 知道 每 个 m x n 
MERE 4 = (aj) 定义 一 个 线性 映射 卫 :X — Y. 

反之 , 对 于 每 个 线性 算 子 了 : 6" 一 r, 各 取 gr 与 $m 的 一 组 基 e)... eni 
Mhm, $ Tei = X agul = 1,…,n), 则 得 到 m x n BEBE A = (ai). 

j=1 

TÆ, 从 ón 到 @ém 的 线性 算 子 可 以 与 m x n 阶 矩 阵 对 应 起 来 .特别 地 , 取 

m = 1 便 得 到 ó" 上 的 线性 证 函 , 它 的 一 般 形式 是 


jz) = al7Z1 十 … 十 anTn， — Vzr=(mi Za) E€ @", 


其 中 (al， `. an) 是 某 一 组 标量 . 
定理 2.1.2 ”有限 维 线性 赋 范 空间 上 的 每 个 线性 算 子 都 是 有 界 的 . 
证 明 先 设 X = o, X 上 的 范 数 是 欧 氏 范 数 ， e1,… ,en 是 X 的 一 组 基底 ， 
n n 
Vz € X, X= Y zre. Te Te, 是 了 中 确定 的 元 . É a = [> (zea) ,由 


k=1 k=1 
Holder 不 等 式 ， 


1 


n n 2 
lz7zlls > lzxl llTerl| < a (Et) =allzll, vzeX. 
k=1 k=1 


由 定理 2.1.1(5), T 有 界 . 此 外 由 1.4 节 知 道 X 上 的 任 一 范 数 都 等 价 于 欧 氏 范 数 , 故 
对 于 任 一 有 限 维 空间 结论 成 立 . 
例 2.1.2 (第 二 型 Fredholm 积分 算 子 ) 设 (82, ,pw) 是 测度 空间 ，KK(s,t) 在 


(Q x 1, 5 x Y, x pu) 上 可 测 , a = J |K (s, t) du(s)du(t) < co. 
axo 
EX T: L(a) > L (u), Tz =y, 其 中 


y(s) = J K(s,tjz(t)du(t),  Yaæ(t) € Lp), (2.1.1) 
R 
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则 工 是 有 界线 性 算 子 . 
首先 由 Holder 不 等 式 , Vz € L(y), 


[worans)= f 
R R 
<J 


R 


< [| IKE DP autans) / jz(OF dut) < eo. 


NxN 


2 
da(s) 


J Kidea 
R 


da(s) 


KeepPang JOP ae 
R 


NR 


故 ye L2(p). 其 次 ,了 是 线性 的 , 因为 
T(azl + Br2)(s)= fre lazı (t) + Bx2(t)] du 的 
= Ë f K(s, z (t)dn(t) +8 / K(s,t)z2(Ddn(t) 
= (Ter + Pay), Ween 
最 后 T 是 连续 的 , 因为 由 (2.1.1) 知 
IIT>]|2 = llull? < allel, 


即 
llTzllzs ollzlls, Væ € 天 (四 


例 2.1.3 考虑 线性 算 子 T:1% >l, 34 z = (x£) € l°, Tz = y = (yn) Ef, 


Yn =} ankth nèl, (2.1.2) 
k= 


Oo 


其 中 (ask) 是 无 穷 矩 阵 并 且 a = Y ` Y ` |enk| < co. 则 全 是 有 界 的 . 
n=1 k=1 
实际 上 


oo 


lITzlh = > 


n=1 


oc 
` QnkTk 


大 一 1 
线性 是 容易 验证 的 , 由 定理 2.1.1, T AR. 

注意 算 子 的 有 界 性 不 仅 与 算 子 的 构造 有 关 , 而 且 与 所 定义 的 空间 或 者 说 空间 
的 范 数 有 关 . 


< (È > ens) (sup |zxl) = aļ|z|læ- 


n=l k=1 
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例 2.1.4 (1) BAF D :C10,1] — CP, 1): 
(Dz)(t) = x'(t) — Vz e C®[0,1], (2.1.3) 
其 中 C(D[0,1] 是 在 [0,1 中 一 阶 导数 连续 的 函数 全 体 , 其 中 的 范 数 是 


一 , 
Ilzi = max( max zh max |z”(9). 


由 于 


D , 
= < 
lI Dz=l| oki lOl < llel, 


D 是 有 界线 性 算 子 . 
(2) 仍 考虑 COD [o,1], 但 以 jjzl| = gax |z(t)| 作为 其 中 元 素 的 范 数 , 记 此 空间 


为 CO)[0,], 算 子 D 的 定义 方式 不 变 , 取 zn(t) = t", 则 llen] = 1, ||Dz.|| = n, 
sup ||Dz,,|| = co. 所 以 D 不 是 有 界线 性 算 子 . 


llzllg1 


我 们 称 卫 :X 一 了 是 零 算 子 , 若 Vz c X, Tzr = 0. e T: X — X E Š yT 
( 恒 等 算 子 ), 若 Vz e X,Tz = z. 前 者 记 为 0, 后 者 记 为 I. 
在 理论 和 应 用 中 , 仅 考虑 单个 的 有 界 算 子 往往 是 不 够 的 , 通常 还 要 考虑 一 族 或 
一 类 有 界 算 子 . 今后 我 们 设 X Y 是 线性 赋 范 空间 , 记 B(X,Y) ÆA X AY 中 的 有 
界线 性 算 子 全 体 , 并 且 像 定义 函数 空间 的 线性 运算 那样 定义 B(X, Y) 中 的 加 法 和 数 
R, MJ B(X,Y) 是 线性 空间 . 4 X = Y BF, 记 B(X,Y) 为 B(X). 
定理 2.1.3 ”对 于 每 个 Te B(X,Y), 令 
lzll = sup llzzll (2.1.4) 
llzlls1 
W ||- I| 是 B(X,Y) 上 的 范 数 . 
证 明 (1) 34 |T 2 0. # |T|] = 0, W vz, liel] < 1, ||Tz]| =0, 即 Tz=0. 
由 于 T(az) = aTz, i Tz = 0, Vz 8 X, JT T = 0. 
(2) Va € $, 


llaTl| = sup llaTzl| = |a] sup |ITz|| = jal [T1]. 
lzlls1 llzllg1 


(3) Æ T, Tx € B(X,Y), 则 


IIT: + T>||= sup: ||(Ti + T2)=|| < sup (I|Ti=|| + ||T>=l]|) 
llztlg1 llzllg1 


< I + IIT. 
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所 以 IH 是 B(X,Y) 上 的 范 数 . 
定理 2.1.4 # T eB(X,Y), BJ 


T 1 
ITI = sup Zl = sup HTzl= L sup llrzll I (Vë > 9). (2.1.5) 
zz0 lell — Ilzli=1 Š ||zl|<ó 
证 明 实际 上 
T 
sup (Tl sup rl- sup ||T=|| < sup IITal 
z#0 ||z|| z0 jz lzll=1 llzllsi 
1 |Zz| IITzl| 
=< sup ||Tz|| < up — . 
4 apl [ lssiis#0 lz] © <o llzll 
故 结论 成 立 . 


定理 2.1.5 # Y Æ Banach 空间 , 则 B(X,Y) 也 是 Banach 空间 . 
证 明 i {Ta} E: B(X,Y) 中 的 Cauchy FJ, I Ve > 0, Ino, 4 m,n 2 no Bf, 
| 一 Tl| < €. 此 时 Vz € X, 


[The — Tnzl| < £ ||z!| ` (2.1.6) 


故 {Tnz} 是 完备 空间 Y 中 的 Cauchy 序列 , 不 妨 设 lim Tae = y, 并 且 记 y = Tr. 
了 在 和 上 有 定义 , 由 极限 运算 的 线性 知道 T 是 线性 算 子 . 
在 (2.1.6) 中 固定 n> no, $ m — oo, W 


IIT; — Tzll < e ||zll, 


从 而 


IT. -T||= sup ||Taz — Tz]|| < e. (2.1.7) 
lizllg1 


于 是 到 -T e B(X,Y). B(X,Y) 是 线性 空间 , AT T = T,, — (T, — T) € B(X,Y). 
(2.1.7) 还 说 明 lim Ta = T, 所 以 B(X, Y) 是 完备 的 . 
定义 2.1.2 ”线性 赋 范 空间 X 上 的 连续 线性 泛 函 的 全 体 记 为 X*, 称 X" J: X 
09 Jt 6 2 [B]. 
对 于 X* 中 的 每 个 线性 泛 f: X 一 é, 其 范 数 是 
上 = sup If(z)|., (2.1.8) 


llzllg1 


推论 2.1.1 ” 任 一 线性 赋 范 空间 的 共 乞 空间 是 Banach 空间 . 
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为 了 定性 或 定量 地 研究 有 界线 性 算 子 , 需要 知道 它 的 范 数 大 小 . 下 面 给 出 计算 
算 子 范 数 的 若干 例子 . 

例 2.1.5 考虑 空间 到 ,不 过 对 于 每 个 了 = (zu: za), 以 max |z;| EX z 
-的 范 数 . 对 于 ó 也 一 样 定义 . 车 映射 了 : ë" 一 $m Ej m x n EE BE A = (ag) 对 
应 , 我 们 来 求 T 的 范 数 . 

首先 设 Tz = y = (加 Ym), W 

IITz||= max || = max 22 
=1 


n 
< Y laj > 
5 (S eoi) (max |z;l) = (me | lill, 


FÆ ITI = gup, Tl < pax, DO lav 


另 一 方面 , 不 妨 设 Vail = = max pm 1 <io < m. 取 z = (zt 


j=1 
a), 其 中 2 = sgn ag, M ||2®]] = 1, 


> ajz? 


> |r|] = x 


a 


n 
= > laio;| = 15: T Jaiz]. 
j=1 


所 以 ITI = B, 2 layl; 
j= 
例 2.1.6 Ef T: co 一 h, Tz = y= (aizi,a22ə2,:-:.), Vz = (za) € co, 其 中 
an € $, a= janl < oo. 
n=1 
易 知 工 是 线性 的 . 又 
ITzll = Y Janza] < y` lenl(sup lznl) = allzll, 
n=1 n=1 nz 
FË |ITI| < a = 》 janl. 


n=1 


另 一 方面 , Ve > 0, FE k 使 得 Sie >a-—e. 取 z™ = (sgn at ;sgn ak， 
o), M z(9 € co, lz®| = 1, 从 而 


ITI > [l-z = Sia >a-e. 
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e 是 任意 的 , i ITI > a, 总 之 有 |IT|| = a = > lanl. 


例 2.1.7 (第 一 型 Fredholm 积分 算 子 ) " 设 K(s,t) 是 a < s,t < b 上 的 连续 函 
数 . 定义 算 子 T : C|a,b] — Cla,b], Tz = y, 


= f ° K(s,t)e(t)dt, — Vz(t) € Club|, (2.1.9) 


此 时 
b 
II=l|= max 5, f K(s,t)z(t)dt 


< [== Í IK(s,t) ar) (2, et) 
= (25, [ ell Ill, 


b 
É |IT|I < mas, f |K(s,t)| dt. 


<s<b 


注意 到 f IK(s,t)| dt Ë s 的 连续 函数 , 不 妨 设 


b 
f |K (so, t)|dt = mas, f |K (s, t)|dt, 


HEF a < so < b, W zo(t) = sgn K (so, t), 则 zo (t) 可 测 并 且 |zo(t)| < 1. 根据 Lyzin 
定理 , Ve > 0, 存在 连续 函数 r(t), |z'(t)| < 1 并 且 u{t: zolt) Z z'(D)) < e, 从 而 
z'(t) € Cla,b], ||z”|| < 1. 此 时 


， 
IITII > IITz'||= max s Í K (s, t)z' (t)dt 


= f K(s, t)zo(t)dt Wi K(as, |z (t) — zo(t)]dt 


之 - max 
de 


>f |K (s0, t)| dt 一 za f |K (s, t)| |z” (t) — zo(t)| dt 


之 
de 


= f |K (s, t)|dt — 2Me, 


其 中 M= max |K(s,t)|, e 是 任意 的 , H ITI = za f |K (s, t)| dt. 
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例 2.1.8 将 f(z) = [sa 分 别 看 成 Ca, b] 和 Lila, b| EKREM, 分 


别 计算 它们 的 范 数 . 
首先 , 在 Cla, b) 上 


b 
fæl = | f z(t)dt 


< (b-a) max lz(t)| = (b ~ a) llzll. 


取 zo(t) = 1, MI ||zo|| = 1, f(£0) =b — a. ñ& ||fI| = b — a. 
# f 是 二 [ao 中 上 的 线性 泛 函 , 则 


b 
(ol < Í Olat = lelh 


取 zo() = — Ml |lzoll = 1, f(zo) = 1. + III = 1 


2.2 共鸣 定理 及 其 应 用 


共鸣 定理 又 称 为 算 子 族 的 一 致 有 界 原理 , 其 含义 是 在 一 定 条 件 下 由 算 子 族 的 点 点 
有 界 性 可 以 得 到 按 范 数 有 界 性 . 

W K = (T, : À € A) EKAT, 我 们 称 K 在 集合 E 上 是 点 点 有 界 的 , 车 
Vr € E, sup ||7xzl| < oo. 称 K 是 一 致 有 界 的 , 若 sup AI < oo. 


m 2.2.1 (Osgood) Ë X 是 线性 赋 范 空间 re Me A) 是 在 关上 定义 的 下 
半 连 续 非 负 实 函数 族 , E 是 X PHR AR. # (f : X€ A) 在 EE 上 点 点 有 界 , 则 
存在 M > 0 和 非 空 开 集 U 使 得 


fz) < M, VAEA, zeU. (2.2.1) 
证 明 i 
={zeX:f\(r) Sn), E, = (z € X: f(r) <n, VA € A), 
则 E, = N Ex. 由 下 半 连 续 性 , 每 个 Ex 是 闭 集 , 从 而 En 是 闭 集 ， 又 由 引 理 


中 条 件 , E c Ü En ERR AR, 所 以 En 是 第 二 网 集 ， 此 时 存在 no 使 得 


U = Ep, # @. 于 是 
falz) Sno, VAEA, zel. (2.2.2) 
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引 理 2.2.2 W (T, : AX € Aj) E B(X,Y) 中 一 族 有 界线 性 算 子 , ÆU Jë X rH 
的 非 空 开 集 , 并 且 存 在 a > 0 使 得 sup Imzll| <a, Vz € U, 则 存在 M > 0, 使 得 
sup | 了 | < M. 

证 明 不 妨 设 0€U, 否则 取 zo € U, $ U! = U —xo, M U’ 是 开 集 并 且 0€EU. 
此 时 每 个 zw ez x = z — zo, 其 中 z € U ,于 是 


[Bz = | — Txzol| < Tyxz]| + ||TxXzoll < 2a, vA € À, (2.2.3) 


即 变 为 所 说 的 情况 . 
现在 取 ó > 0 使 得 CO(0, ó) c U, 则 更 有 


sup ||T\z|| < a, vz € O(0,ó), 
ACA 


从 而 


£ 1 a 
KAR m | (S) -3 sup, lel <$ VACA (2.2.4) 

定理 2.2.1 (共鸣 定理 ) B X,Y 是 线性 赋 范 空间 , (T, : 入 € 4} 是 一 族 有 界线 
HEAT. E (T, : X€ A) E X 的 某 个 第 二 网 集 上 点 点 有 界 , 则 它 是 一 致 有 界 的 . 

特别 地 , 在 Banach 空间 上 点 点 有 界 的 连续 线性 算 子 族 是 一 致 有 界 的 . 

证 明 实际 上 f(z) = Del 是 z 的 连续 函数 , 然后 应 用 引 理 2.2.1、 引 理 2.2.2 
即 得 到 所 要 的 结论 . 

定理 2.2.2 (Banach-Steinhaus) iÉ {Tn} 是 从 Banach 空间 X 到 线性 赋 范 空 
间 Y 的 有 界线 性 算 子 , 若 对 于 每 个 < X, lim T,z 存在 , WEE T € B(X,Y) 
使 得 

Tz= lim Taz, YzeX, |IT| < im IIT,ll. (2.2.5) 


证 明 vz € X, $ Tr = lim Trz, 则 了 在 X 上 有 定义 并 且 是 线性 算 子 . 极限 
的 存在 性 说 明 Vz e X, |IT,,z=|| AR, X 是 完备 的 , 根据 共鸣 定理 , {Tn} 是 一 致 有 界 
的 . 故 存在 M > 0 使 得 上 ,| < M, n 2 1. 于 是 由 |The] < ITa] jlzl| 知道 


lzrzll = lim |IT;z|| < im ||Tal] llel, Vz e X, 


所 以 |IT' < lim |IT;,,ll. 
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共鸣 定理 在 经 典 分 析 中 有 着 广泛 的 应 用 . 对 于 其 中 一 些 相当 复杂 的 问题 , 应 用 
共鸣 定理 可 以 简便 地 得 以 解决 . 下 面 以 Holder 不 等 式 的 道 问题 、 机 械 求 积 公式 的 收 
PEI Fourier 级 数 的 发 散 问题 作为 例子 说 明 这 一 点 , 其 中 应 注意 的 是 如 何 将 经 典 
分 析 中 的 问题 转化 为 泛 函 分 析 中 的 问题 并 加 以 解决 . 

， 例 2.2.1 设 1<p< co，a = (an) 是 一 列 标量 . 车 Vo = (za) < IP, 级 数 


》 anza AAK, MU a < 1, 这 里 + 1. 
n=1 


证 明 vn > 1 定义 fale) = >》 aixi Vm € P. M| f, B P EIRE 
i=1 
函 . H Hölder 不 等 式 


Ifa(z)| = 


n 
》 QiTi 
i=l 


< [> e) ' [> er) , 
i=l i=1 


于 是 || fa! < (Sir) . 为 了 进一步 求 出 其 范 数 , 取 


i=1 


44 
= le po O= (aP, aO) 
a (Zeu) 
i=1 


(其 中 约定 5 =o). 容易 计算 出 kOl, = 1, neo) = (Eer). 所 以 
i=1 
fnl| = (Sier) : 
i=} 


由 于 级 数 对 于 每 个 z c P 收敛, MERFI f, 对 于 每 个 ze 收敛 , 根据 
Banach-Steinhaus 定理 , fa 是 范 数 有 界 的 , 所 以 


1 
q 


oo 1 n 
>` jai? = sup >` lo = sup||f,]|| < œ, 
i=1 n21 (31 n>1 


即 acer. 

其 实 上 述 结论 对 于 了 = 1 也 成 立 , 此 时 o e 1%, 同样 地 , 对 于 函数 空间 , # olt) 
是 可 测 函 数 , HE vz € L?(j), 积分 上 al(t)z(t)dt 存在 , 则 必 有 we Llu), 其 中 p,q 
与 上 面相 同 . 
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例 2.2.2 ”机 械 求 积 公式 的 收敛 性 . 

在 定 积 分 的 近似 计算 中 有 各 种 公式 , 如 矩形 公式 、 梯 形 公式 和 Simpson 公式 ， 
在 微 积 分 中 已 经 证 明 当 分 点 逐步 加 细 时 它们 都 能 很 好 地 收敛 到 函数 的 积分 值 . 这 些 
公式 归结 起 来 可 以 叙述 为 这 样 的 问题 : 给 定 一 列 分 点 组 


a=t <t <. < =b 


和 一 列 实数 组 Ank „k = 0, 1, .. ' kain = 1, 2, `... 若 对 于 每 个 连续 函数 z(t), 记 


kn 
fa (z) 一 S Anketi), (2.2.6) 


k=0 


b 
试问 在 什么 条 件 下 lim f(z) = f z(t)dt? 
(2.2.6) 式 即 所 谓 的 机 械 求 积 公式 . 
定理 2.2.3 (Polya) 机 械 求 积 公式 在 Cla, b) 上 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 
kn 


(1) Y Anel <M, Vvn>1. 
k=0 


(2) Vej(t) = (j> 0), lim f,,(z;) = / “(at. 
i BA fale) Æ Cla, b) 上 有 定义 , 实际 上 是 Cja, b) WREAK. 由 于 


kn kn 
Ifa(z)| < (Se) (sup, el) = (Erami) llzll, 


kn 
故 | 户 || < XO Anl. 另 一 方面 , 对 于 固定 的 n, 在 Cla,b] 中 总 可 以 取 到 这 样 的 连续 
k=0 
函数 zo (t), 使 得 
zo (tU) 一 Sgn Ank, k=0,1,::: k. llzoll= 1, 


此 时 有 
fol > |f.(zo)| = 》 14 (2.2.7) 
天 一 0 


kn 
82, Ifall = 》 IAT. 


k=0 
现在 , (1) 若 机 械 求 积 公式 收敛 , 则 (2) 是 显然 的 . 由 Cla, b] 的 完备 性 , 根据 共鸣 
定理 (1) 成 立 . 


22 ”共鸣 定理 及 其 应 用 . 67 . 
(2) KZ, H (2) 知 , 机 械 求 积 公 式 对 于 每 个 多 项 式 是 成 立 的 . 若 z € Cla, b] Æ 
任 一 元 , 根据 Weierstrass 定理 , 存在 多 项 式 p(t), 使 得 


— pi| = t) — p(t) < 
Ile- pil = max Ile) -PO < e 


(< 是 任意 给 定 的 正 数 ), 则 


< 


f jd f dt 


+ |f. (p) ~ fs (z)| 


b 
1/ z(t)dt — f,,(z) 


b 
+| f pleat- al) 


b 
< (@-aje+| f pdt- falp)|+ Me. 


由 上 面 所 说 , 取 no 足够 大 , 4 n > no 时 中 间 一 项 可 小 于 e, 从 而 


We — fa(z)| < (b-a + 1 + M)e, 


b 
即 lim f(z) = f z(t)dt. 证 毕 . 
例 2.2.3 ( Fourier 级 数 的 发 散 问题 ) 问题 是 要 证 明 : 对 于 每 一 点 to € [~r n], 
存在 连续 函数 z, 其 Fourier 级 数 在 如 发 散 . 若 用 构造 性 的 方法 , 此 问题 的 证 明 相当 


复杂 . 
考虑 z 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 
S,,(z)(t) = > + > (akcoskt-+ Brsinkt), nz>0, 
ak 一 工 f “ z(t)cosktdt, — k>O, 
T J-x 
Be = iS z(t)sinktdt, — k>1. 
实际 计算 可 以 得 出 


. 1 
Su(zj(b = = J i (era) EA as (2.2.8) 


sin 
2 
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容易 知道 gu(z) 是 C[-z,z] 上 的 线性 算 子 . 车 固定 to € [~rr], W S,(z)(t) 是 
C|-z,z] 上 的 线性 泛 函 . 不 失 一 般 性 , 我 们 就 to = 0 证 明 所 说 的 结论 . T 
1 
x Sin[nmn+-|)s 
hl) = S,(2)(0) = > Í “Co, (2.2.9) 


作为 C[-7,7] ERREK. 由 例 2.1.7, 其 范 数 是 
1 /" sin (" + 5) 3 
lfl = s= / — 
一 下 sin — 
2 
试想 若 所 说 的 结论 不 成 立 , 则 Vz e Clr, n], fal) 者 收敛, 这 就 是 说 fa E Clr, n] 
上 点 点 收敛 从 而 点 点 有 界 ，C[-m,T] 是 Banach 空间 , 由 共鸣 定理 知道 f 是 范 数 有 
界 的 . 但 现在 我 们 计算 出 


. 1 
Lf seal ap 
27 Jor B 0 


ds. (2.2.10) 


sin(2n + 1)s 


- ds 
Sins 


n 


sin — 
2 


> z’ |sin(2n + Ds 
T Jo 8 


_ 2 J lsin(2n + 1)s| 
may o Š 


4 2n 1 fetur 
~4S l : 
2 = T: Í. |sin s|ds 


T k=0 


所 以 fn Æ C[—-z,+] 上 不 可 能 是 点 点 收敛 的 . 即 存 在 z e C[ 一 x,#], 其 Fourier 级 数 
在 to = 0 发 散 . 


2.3 ” 开 映 射 和 闭 图 像 定 理 
设 X,Y 是 线性 赋 范 空间 , T: X — Y 是 线性 算 子 . 若 p 是 一 一 的 , 则 T- : 
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R(T) 一 和 是 线性 算 子 . 这 里 R(T) = T(X) 是 了 的 值 空间 . 此 时 对 于 每 个 ye R(T), 
ATHE Tr = y 有 解 存在 , x = 了 -1(y). €T ESE, R(T) = Y, WJ T 是 定 
义 在 整个 空间 Y 上 的 线性 算 子 , T= T !T Æ X 上 的 单位 算 子 . 若 问 y 的 微小 变 
动 是 否 会 引起 的 微小 变动 , 这 是 由 T-! 的 连续 性 决定 的 . 在 微分 方程 理论 中 存在 
FE, 唯一 性 和 解 对 所 给 数据 的 连续 依赖 性 统称 为 适 定 问题 . 这 一 问题 是 与 开 映 射 定 
HAXH. 实际 上 马上 我 们 就 会 知道 当 T 是 一 一 的 线性 映射 时 , T 是 开 算 子 恰恰 相 
当 于 T-1 是 连续 算 子 . 

定义 2.3.1 设 X,Y 是 线性 赋 范 空间 , 卫 : X — Y 是 线性 算 子 , # THX rH 
的 每 个 开 集 映射 为 Y 中 的 开 集 , 称 T 为 开 算 子 ( 开 映 射 ). 

引 理 2.3.1 Ü X,Y 是 线性 赋 范 空间 , 线性 算 子 T : X — Y 是 开 算 子 当 且 仅 
当 对 于 0e X 的 每 个 邻 域 OO, r), T(O(0,r)) 包含 0eY 的 邻 域 

证 明 若 了 是 开 算 子 , 0(0,7) Æ 0 e X 的 邻 域 , 故 T(O(0,7)) 是 开 集 , 从 而 是 
0 e Y 的 邻 域 . 

反之 , 若 T 具有 所 说 的 性 质 AC X 是 任 一 开 集 , 我 们 证 明 T(4) 是 了 中 
的 开 集 ， 实 际 上 , Yy € T(A), 设 y = Tz,z € A, W| 3r > 0,O(z,r) c 4， 此 时 
—z + O(z,r) = O(0,r) 是 0 € X WRR, 于 是 -Tz + T(O(z,r)) = T(0(0,7)) 
包含 0 8 Y KPR Mi T(O(z,r)) = Tz + T(O(0,r)) 包含 Tz 的 邻 域 ， 显 然 
T(O(z,r)) c T(A), Bl] y 是 T(4) 的 内 点 . y 是 任意 的 , 故 T( A) ERR, T ERAF. 

定理 2.3.1 ( 开 上 映射 定理 ) i X Æ Banach FM, Y 是 线性 赋 范 空间 . # T: 
X — Y 是 有 界线 性 算 子 并 且 RT) 是 了 中 的 第 二 网 集 , 则 T 必 是 开 算 子 并 且 是 到 
上 的 . 

特别 地 , 从 Banach 空间 到 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 是 开 算 子 . 

证 明 (1) 首先 我 们 知道 对 于 线性 赋 范 空间 的 任意 子 集 4, B, A+ B c A+ B. 
设 

U=(s:|lzl<1, D, = fz :|lzll < 32 


则 
U, +U, c U, —U; = U.. 


于 是 由 了 的 连续 性 ， 


T(Ú,) -TD = T(U,) + T(V) C T0) + T(V) C T(U). 


现在 Vz € X, 存在 自然 数 n, 使 得 


H < > 即 = € U, sk z € nU,, AX = Ü nt. 
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于 是 ` 
T(X)= U nTU:) c U nT). 


T(X) 是 第 二 纲 集 , 故 存在 no, noT (Di) 具有 非 空 内 点 , AM TO) 具有 非 空 内 点 . 所 
U TO-TU) 0 T(U) 均 以 0eY 为 内 点 . 不 失 一 般 性 , 设 T(D) 2 Oy (0,6),ó > 0 
(以 下 为 了 不 至 于 混淆 , 记 X PORPRA Ox, Y 中 0 的 邻 域 为 Oy). T 是 线性 的 ， 


从 而 对 于 任何 7 > 0, 
Oy (0,67) = rOy (0,8) c rT(U) 


= T(rU) = T(Ox(0,r)). (2.3.1) 
(2) 我 们 现在 证 明 , 对 于 给 定 的 7， 
Oy (o, Z) C T(Ox(0, r)). (2.3.2) 
实际 上 , Yy € Oy (°. =). H (2.3.1), 
or (E) cr): 
故 存 在 x1 € Ox (0, =) 使 得 ||yo — Tzill < n, 即 = yo — Tz: € Oy o.) . 仍 
H (2.3.1), ; 
or (0,37) < T (ox (°). 
故 存在 zx € Ox (0, 35) 使 得 ly — Trall < 8, FE 
y2 = yı — Trz = yo — Tay — To € Oy (多) pi 
一 般 来 说 , Izn € Ox (0, 去), 使 得 
Yn = yo — (Tzi +--+ Tzn) € Oy (>=): 


现在 , 一 方面 lim yn = 0, go = lim $ Tr; 另 一 方面 ， 


oo Oo r 
Sall< yE = r. 
i=1 i=l 
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X 完备 , 故 存在 S zi — zo € X. 由 |lzol| < $. lleill < r% zo € O(0,7). 了 是 连续 
i=1 


i=l 


的 , 故 yo = ,im T (> =.) = Tzo. 从 而 


Oy (° E) c T(Ox(0,r)), 


即 (2.3.2) 成 立 . 由 引 理 2.3.1, T 是 开 算 子 . 
(3) iE V = Or (o5) , 取 r = 1, (2.3.2) 变 为 Ve T(U). 像 (1) 中 已 证 明 的 
那样 Do De 
X= UnU, Y= Uny, 
n=1 n=1 


但 


T(X)= Ü nT(U) > Ü nV = Y. 

所 以 了 是 到 上 的 . 

由 于 完备 度量 空间 是 第 二 纲 集 , 故 最 后 的 结论 是 明显 的 . 

定理 2.3.2 ( 逆 算 子 定理 ) i X E Banach 空间 , Y 是 线性 赋 范 空间 , 工 : 久 一 
Y 是 一 一 的 有 界线 性 算 子 并 且 T(X) E Y 中 第 二 纲 集 , WT 是 定义 在 全 空间 Y 
上 的 有 界线 性 算 子 , 并 且 了 一 定 是 Banach 空间 . 

证 明 工 是 一 一 的 , Ae T 存在 . 根据 开 映 射 定理 , T 是 到 上 的 开 映射 , 这 说 
HH T 是 有 界 的 . 因此 了 全 是 X, Y 之 间 的 同 构 . 定理 1.4.6 说 明 Y 是 Banach 空间 . 

推论 2.3.1 iW X,Y Æ Banach 空间 ,人 :和 一 了 是 一 一 的 到 上 的 有 界线 性 算 
F, 则 存在 正 数 ob > 0, 使 得 


allzll < llTzll < bllzll, — Vz € X. 


推论 2.3.2 ” 若 线 性 空间 X 在 两 个 范 数 h lll 之 下 都 成 为 Banach 空间 并 
且 存 在 a > 0 使 得 ||z||。< alleli ,yz € X, 则 必 存 在 b> 0, 8848 ||=l|, 和 allzll:,Yze 
X. 

证 明 REFRA, W X = (X,||:ll,), X, = (X.I) 考虑 单位 映射 了 : 
X, 一 Xna — z. 由 所 设 条 件 , ||1z||。< a ||z||, ,因此 了 是 一 一 的 到 上 的 有 界线 性 
算 子 . 由 定理 2.3.2, 1-! 有 界 , 从 而 


lzlh = |e] < Hell = 51lzlls, veexX. 
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这 一 结论 表明 , 如 果 两 个 范 数 都 使 X 成 为 Banach 空间 , 只 要 两 个 范 数 是 可 比较 
的 , 它们 一 定 是 彼此 等 价 的 . 此 时 任 一 序列 £n € X, ||z,||, 一 0 当 且 仅 当 lenll 一 0. 
这 一 点 与 有 限 维 空 间 的 情况 (推论 1.4.5) 形成 了 对 照 . 

例 2.3.1 考虑 第 一 型 Fredholm 积分 方程 


z(s) =À f K(s,t)z(t)dt + (8), (2.3.3) 


其 中 入 是 某 个 常数 , KK(s,t) 是 0 < st < 1 上 的 二 元 连续 函数 , e e CI0,1]. 方程 
(2.3.3) 还 可 以 简单 记 为 
(I — ÀK)z = ç, (2.3.4) 
1 
其 中 Kz(s) = / K(s,t)z(t)dt, K 是 Cl0,1] 到 C0,1] 的 线性 算 子 . 由 例 2.1.7 可 以 
0 
求 得 K 的 范 数 KI. 不 妨 固定 A, E AKI <1. 令 
Vz(s) = AKz(s) + p(s), vs € [0,1], 
W V Æ C|0,1] 到 Cl0,1] 的 算 子 , 不 过 它 不 一 定 是 线性 的 . 由 
llVz: — Vzo]| = JÀ] ||Kzi — Ka2o]| < JA ||K])||zi ~ zəll , 


V 是 压缩 的 , 从 而 在 CO, 1] 上 有 唯一 不 动 点 . 它 的 不 动 点 即 是 方程 (2.3.3) 的 解 . 这 
说 明 Vp € Cl0, 1], 算 子 方程 (2.3.4) 存在 唯一 连续 解 , 从 而 线性 算 子 T- MK 是 C[0,4] 
到 C[0,1] 上 的 一 一 映射 | 

由 于 Cl0,1] 是 Banach 空间 , 定理 2.3.2 说 明 (I — AK)-! 是 有 界 的 . 换 句 话说 
p 的 在 CI0,1] 范 数 意义 下 的 微小 变动 , 所 导致 的 解 z 的 相应 变动 也 是 很 小 的 . 

例 2.3.2 ”考虑 高 阶 微分 方程 的 初 值 问题 : 

" n—i 
Tz al ) 


tan TO + alt) = wt) 


+. 


(2.3.5) 


z®(a)=0, 0O<i<n-l, 


其 中 ai 人 (an 人 € Cla, b). 记 方 程 的 左 端 为 也。(z), 我 们 将 证 明 算 子 方程 Dn (z) = 
y 关于 ye Cla, b) 具有 连续 依赖 性 . 

考虑 算 子 全 : Ca, b] 一 Cla,b),z| > Dn(z), 其 中 Cí?) |a, b| ERE n 阶 连续 
导数 并 且 满足 D(a) = 0,0 < i < n -1 的 函数 全 体 . 对 于 空间 Ot) a,b) 仍 沿用 例 
1.2.10 中 的 范 数 , 容易 验证 CP |a, b] 是 完备 的 线性 赋 范 空间 . 
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n 
= < 
IITz|| = max |D,z(t)| < max{M, 1} 2 m 


zü) | = max{M, 1} llz||. (2.3.6) 


后 者 是 上 面 提 到 的 z 在 CMa, b| 中 的 范 数 , n 是 固定 的 , 故 T 有 界 . 

其 次 , 车 将 方程 改写 为 

r™ = f(t, 2, r, ,Zn 一 1)) 

的 形式 , 显然 /不 仅 关于 各 变 元 是 连续 的 ， 而 且 除 t 之 外 ,，f 关于 各 变 元 具有 有 ` 
界 的 一 阶 导数 , 从 而 关于 这 些 变 元 满足 Lipschitz 条 件 . 由 Picard 定理 , 对 于 每 个 
y € Cla,b] 存在 唯一 的 z e Ci?) la, b] 使 之 满足 Dala) = y 和 初 值 条 件 . 实际 上 这 
个 存在 和 唯一 性 即 说 明 工 是 到 上 的 和 一 一 的 . AENA TEN T 是 连续 算 子 ， 
即 Du。(z) = y 的 解 随 y 而 连续 变动 . 

现在 让 我 们 转 到 闭 图 像 定理 . 

定义 2.3.2 (1) X Y 是 两 个 集合 , 考虑 乘积 


XxY=((z,u):z € X,y € Y), 
# T: X — Y 为 某 个 映射 , 称 集合 
G(T)=((z=,Tz):z € X) C X x Y (2.3.7) 


R T HRR. 显然 (z, v) e G(T), 当 且 仅 当 ze X,y = Tx. 
(2) 若 X, Y 是 线性 赋 范 空间 , 则 
z=lizll+tllyl, — Vz e X,v € Y (2.3.8) 


JA X xY 上 的 范 数 . 容易 知道 X x Y 是 线性 赋 范 空间 , HH X x cY 完备 , 当 且 仅 当 
和 与 了 都 完备 (1.5 节 ). 
ET: X — Y 是 线性 算 子 , 则 Va, 8 € 6(zTo (y, Ty) € G(T), 


a(z,Tz) + p(y, Ty)= (ax + by, aTr + Ty) 
= (az + By, T (ax + By)) € G(T), 


即 G(T) 是 X x Y 的 线性 子 空间 . 
称 了 :一 了 是 闭 算 子 , 车 G(T) Æ X x Y 中 的 闭 集 . 
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定理 2.3.3 (1) G(T) Æ X x Y 中 的 闭 集 当 且 仅 当 对 于 X 中 任 一 序列 {zn}, 
车 z, — z, T'z,, > y, W y = Tz. 

(2) 连续 线性 算 子 是 闭 算 子 . 

W (1) # G(T) Bl, z, € X, £n > z, T'z, — y, IJ 


ll(zaÚ, TEn) — (z,g)|| = zn — z|| + |ËTz;, — yl| — 0, 


即 在 G(T) 中 (zn, Tzn) 一 (x,9), 于 是 (x,y) € G(T), El y = Tz. 
反之 , 车 (za, Yn) € G(T), (En, Yn) > (z,y) € X x Y, H (2.3.8), 


[lEn — z|| < |(zn, TEn) ~ (z, 7)! — 0, 


IIT, — yl] < (zr, Tz,,) — (z,z)|| — 0, 
所 以 En > z, Tatna 一 y. 于 是 由 所 说 条 件 y= T, El (x,y) e G(T), G(T) Bj. ` 
(2) Ë T : X > Y 连续 , # z, € X,z,, > 7X,Tzn 一 y, 由 工 的 连续 性 知道 
Tzn > Tz, 从 而 Tz = y. 由 (1) 知 G(T) EHAR, T 是 闭 算 子 . 
例 2.3.3 ”考虑 例 2.1.4(2) 中 的 空间 COl, b 和 算 子 D, 我 们 已 经 知道 D 不 
是 有 界 的 , 现在 我 们 验证 D 是 闭 算 子 . 
实际 上 , Ë z, € X,z € X, ||zn — z|| — 0 并且 ||Dz,, — l| > 0, RÆ [a,b] E, 
In KKF z, r, = Dr, -AKAT y. 由 数学 分 析 中 求 导 与 极限 符号 交换 的 
定理 ， 
dz(t) d 


(Dz)() = S = (lim z, (0) 


= lim Fr) = lim Dan() = yl), 
即 y = Dz, 所 以 D RAAT. 
定理 2.3.4 ( 闭 图 像 定 理 ) 设 X, Y 是 Banach 空间 ,全 :X — Y 是 线性 算 子 . 
若 了 是 闭 算 子 , 则 T 连续 . 
证 明 ”注意 此 时 X x Y 是 Banach 空间 , G(T) 是 闭 的 , 从 而 G(T) 本 身 是 
Banach 空间 . 
定义 
P : G(T) — X, P(z,Tz) = z, V(z,T'z) € G(T). 
则 已 是 线性 的 、 到 上 的 、 一 一 的 . 实际 上 , P(zi, Tzi) = P(za,Tzo) 即 是 zl = z2, 从 
而 (£1, Tz1) = (zz,Tzo). 故 P-1 存在 , P-lz = (z,Tz), Vz € X. 现在 


lIP(z,T*)|| = lzll < ll(z, T2), 
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故 ||PI| < 1. 根据 逆 算 子 定理 , P: X — GT), P-1z = (z,Tz) 有 界 , 从 而 
IIT=]| < llel] + |IT=l| = ll(z,Tz)|| = ||P] < || P|], ve € X, 


即 [ITI < PII, T E. 证 毕 . 

下 面 让 我 们 介绍 关于 Banach 空间 的 Schauder 基 的 知识 , 它 可 以 看 成 开 上 映射 定 
理 和 闭 图 像 定 理 的 一 个 应 用 . 我 们 知道 Hame 基底 是 与 空间 的 拓扑 不 相干 的 一 种 
基底 , 因此 其 应 用 很 受 局 限 . (H Schauder 基 不 同 , 具有 Schauder 基 的 空间 有 很 多 优 
良性 质 , 它 给 理论 研究 和 应 用 带 来 了 方便 . 

EN 2.3.3 ” 设 X 是 线性 赋 范 空间 . 序列 {en :n>>1}CX 称 为 X 的 Schauder 
基 , # Vr c X, 存在 唯一 的 标量 序列 {an} 使 得 在 范 数 收敛 意义 下 z = 》 anen, 其 


n=1 
中 an 称 为 z 关于 Schauder 基 的 第 ”个 坐标 . 
定理 2.3.5 具有 Schauder 基 的 Banach 空间 是 可 分 的 . 
证 明 ”对 于 Schauder 基 {en : n > 1), 考虑 它 的 有 理 系 数 线性 组 合 的 全 体 


s= {Dneineonz!), 
i=1 
则 B E X 中 的 可 数 集 , 并 且 B # X 中 稠密 . 

例 2.3.4 设 {en : n 2 1) J P(1 <S p < e) 或 co 中 的 元 其 中 en = 
(0,…,0,1,0,…), MÜ {en : n > 1} JÉ P(1 < p < oo) 或 co 的 Schauder 基 这 
— . 


些 都 可 以 由 定义 直接 验证 . c 也 是 具有 Schauder 基 的 空间 , 只 须 在 上 述 (e,, : n > 1) 
中 补充 eo = (1,1,…) ERA c 的 Schauder 基 . 实际 上 空间 Lrn|a,b](1 < p < co) 与 
Cla, 也 是 具有 Schauder 基 的 . 

例 2.3.5 ”空间 i 不 具有 Schauder Æ, 因为 它 连 可 分 空间 都 不 是 . 同样 地 , 空 
E Le°[a,b] 也 不 具有 Schauder 基 . 

EH 2.3.6 É (X,||I) 是 以 {en : n 2 1) 为 Schauder 基 的 Banach 空间 . 对 
于 每 个 z+ e€ X, + 


n 
2 CEi 
i=1 


llzlh = sup ; (2.3.9) 


则 ||-||, Æ X 上 的 与 | 等 价 的 完备 范 数 . : 
证 明 (1) 首先 每 个 e; # 0, 否则 表达 式 z = 》 anen 不 是 唯一 的 . 此 外 , 直接 
n=1 
验证 可 知 lh 是 X 上 的 完备 范 数 . 
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(2) 设 (zk) 是 (X, 11l) 中 的 Cauchy 点 列 , zk = 》 aen, M Ve > 0, 存在 K, 


n=1 


当 k, s > K f, ||zxk — z,l|, < z. Vn > 1, 由 


|a aP en |-> Y (af) 一 as)ei 一 Fa — aP e; 


i=l 
<2 Im 一 Talli < 2e, 
所 以 
2 
la -9| < E. (2.3.10) 
llenll 


[a } 是 Cauchy 数列 , 故 存在 an, a® > an(k — oo). HF k,s > K W, 


> aP ei 一 > aei 


i=1 


<llzx — zs] <e — Vn 21. 


令 s — œ, M 
<e, Ynèl. (2.3.11) 


Da (b) o; Yee 
现在 设 m > n,k > KE, W 


> Qie; 一 > Qies <> Qili 一 > at), 
+| ae _ > ot)es 


(tes -5 aiei 


i=l 
< 2e + Siate; — Sae; . 


由 于 zk € X, oí e, 是 收敛 序列 , 故 存在 no, 当 m > n > no BF, 上 面 最 后 一 项 小 
i=1 
Fe. 于 是 


< 3e. 


m n 
J Cei 一 5 Gv; 6; 
i=l i=1 


这 说 明 [= :n> ') 是 (X.I) 中 的 Cauchy 序列 , X 在 范 数 |l 之 下 是 完 
i=1 
备 的 , 从 而 存在 z € X,z = 》、aiei，(2.3.11) 还 说 明 , |l -zl > 0(k — co), 故 
i=l 
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(3) 最 后 由 [lel] < llel; ,vz € X Ihh 与 疏 是 可 比较 的 . 由 逆 算 子 定理 之 推论 
2.3.2 知道 , ||-|l, 与 | 上 | 等 价 . 
EH 2.3.7 设 (e, : n > 1Y Æ Banach ZH] X 的 Schauder 基 , jË 


z = 5 am(Z)en， vz € X, (2.3.12) 


则 an(z) Æ X 上 的 连续 线性 泛 函 . 
证 明 BAA y= 5 an(y)en, 则 oz + py = 3 an(az + By)en, 从 而 


n=1 n=1 


0 = Dlan(az + y) — a on(z) — B an (Y)]en. 


n=1 
由 表达 式 的 唯一 性 得 到 


anlar + By) = Ga, (z) + B an(y), Vz, y € X,a,ß € $, 


故 anla) 是 X 上 的 线性 泛 函 . 
由 定理 2.3.6, 不 妨 设 ||zJ|, < bliz, 则 


n n—1 
;(z)e; 一 D ai(Z)e 
一 1 i=l 
n 
< Y a,(z)e, + 
i=l 


< 2||zll < 2[lz]]. 


llan(z)enl|= 


故 |an(z)| < ET lll, Ilall < Er on 连续 


定理 2.3.8 | 1 X JE Banach 空间 , X 中 的 非 零 元 素 序 列 {en:n 2 1) R: X ËJ 
Schauder 基 , 当 且 仅 当 

(1) span(ex) = X. 

(2) 存在 K > 0, 使 得 m > n Hf, 


n 
5 Q€; 
i=1 


<K ell, (2.3.13) 


其 中 {0} 是 任 一 标量 序列 . 
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证 明 (1) Æ {en} 是 Schauder Æ, 显然 (1) 成 立 . 考虑 对 上 的 算 子 Pa: Pz = 
Y aiei, P, 是 线性 算 子 , 并 且 


i=1 


n 
J AiCi 


i=1 


IIP,z|| = < llz||, < K llzll, 


于 是 IIB,l| < K, Vn 2 1. 现在 若 m. 2 n, z 一 Y anen， 则 


n=l 


m 
》 Qieil|. 


i=l 


= |IP,P,.z|| < [Pall Pml] < K 


n 
5 Qei 


i=1 


(2) Æ {en} 满足 (1), (2), 首先 表达 式 z = 》 onen 是 唯一 的 . 为 此 只 需 证 明 


n=1 


Y anen = 0 时 ， an = 0, Vn 2 1. 实际 上 由 


n=1 
m oo 
im |S aell = |$ we =0, 
i=1 i=l 
n m 
固定 n, H (2.3.10), Y ese, < k Y aiei — 0(m — co). 令 n = 1,2,…, 则 分 
i=l i=1 


别 得 到 aa = az =- = an=. = 0. N 
类 似 于 定理 2.3.6(2) 的 证 明 , 具有 表达 式 z = 》 anen 的 z 全 体 是 X 的 闭 线 


n=1 

性 子 空间 , 故 从 (1) 得 出 {en :n>1} Æ X W Schauder 基 . 证 毕 . 
除了 例 2.3.4 中 举 出 的 空间 之 外 , 可 分 的 Hilbert 空间 也 具有 Schauder 基 . 但 一 
般 来 说 , 除了 某 些 特殊 空间 以 外 , 要 验证 空间 中 某 个 点 列 构成 空间 的 Schauder 基 或 
者 判断 某 个 空间 是 否 具有 Schauder 基 并 非 易 事 . 这 里 我 们 不 作 进 一 步 介 绍 了 . 关于 
具有 Schauder 基 的 空间 的 一 个 特殊 性 质 将 在 3.3 节 予 以 讨论 关于 L410,1] 空间 的 
一 种 Schauder 基 ( 正 交 基 ) 将 在 4.3 节 给 出 . l 
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对 于 一 个 线性 赋 范 空间 上 的 线性 泛 函 知道 得 越 多 , 对 这 个 空间 本 身 就 了 解 得 越 
清楚 . 有 时 候 为 了 某 种 目的 , 要 求 有 足够 多 的 满足 一 定 条 件 的 线性 泛 函 存在 , 本 节 的 
Hahn-Banach 定理 常常 能 够 为 这 样 的 线性 证 函 的 存在 性 提供 保证 . 


2.4 Hahn-Banach 延 拓 定理 .79. 


”定义 2.4.1 设 D(T) 与 D(71) 分 别 是 算 子 T 与 元 的 定义 域 ,车 D(T) cD) 
并 且 Tix = Tz, Vz € D(T), 则 称 算 子 T, Æ T 的 延 拓 . 
定义 2.4.2 ”线性 空间 关上 的 实 泛 函 p(z) 称 为 是 次 可 加 的 , 若 


pls +y) < pz) +pYy), Vr,y € X. 


称 为 正 齐 性 的 , 若 
p(tz) = tp(z), Vr € X, t>0. 
显然 , 线性 空间 上 的 每 个 半 范 数 都 是 次 可 加 正 齐 性 泛 函 . 
定理 2.4.1 (Hahn-Banach) É X 是 实 线性 空间 ,p:X 一 及 是 X 上 的 次 可 加 
EREZA, M c X 是 线性 子 空间 , fo: M — R 是 M 上 的 线性 泛 函 . 则 
(1) 存在 六 上 的 线性 泛 函 f: X 一 R 使 得 f(z) = fo(z),Vz € M. 
(2) 若 fo(z) < p(z),Vz € M, 则 可 使 f 满足 


f(z) < p(z), Vz € X. (2.4.1) 


证 明 (1) É M Z X, zo € X\M, i M' = spanízo, M). M| Yz’ € M',z' = 
z + tzo, 其 中 ze M, t € R. 我 们 先 验证 此 分 解 式 是 唯一 的 . 否则 又 有 z = z, + 
tizo,T1 € M,th € R, W 
z— zi = —(t — ti)zo. 
t= to M e = zu 唯一 性 成 立 . 8 t Z n, N zo = -FF € M, 5 zo 的 取 法 巴 
盾 . 


任 取 常数 ce R, $ 
f(z) = fola) +tc, Yr = z+ tzo, 


则 例 行 的 验证 表明 f 是 M' 上 的 线性 泛 函 ， 由 于 r c M 当 且 仅 当 上 = 0, 此 时 
F(x) = fo(z), 所 以 了 是 fo 从 MM 到 M' 的 延 拓 . 

(2) 以 下 我 们 证 明 当 fo(z) < ple), vs € M 时 , 适当 选择 c 可 使 f(z') < 
p(z’), Vz' € M'. 实际 上 , yz,y € M, H 


folz) + fo (u) = fo(z +y) < p(z + y) < p(z — zo) + p(zo + y), 


Jo(z) — p(x — zo) S p(zo +y) — foly), 
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故 存在 c 满足 


sup [fo(z) — p(z — zo)] < c < inf [p(zo +y) ~ foly)), (2.4.2) 
EM ve M 


取 这 样 的 c 作成 如 上 的 线性 泛 函 f. 
若 愉 =z+tzot> 0, H p(zo + u) — foly) > ec 对 于 每 个 ye M 成 立 , 用 t!1z 
代替 y, MI p(zo + t1z) — fo(t 12) > c, 从 而 


f(z') = fa(z) + tc < p(z + tzo) = p(z’). 


车 zx = z+ tmt < 0, i fo(z) — plz- 20) <c 对 于 每 个 se M 成 立 用 -ttr 
代替 z, W| fo(—t-1z) — p(—t1lz — zo) < c, 即 


— fo(z) + p(z + tzo) > tc, 


从 而 
F(x’) = fo(z) + tc < p(z + tzo) = p(z'). 


# t = 0, 显然 flz) = fo(z) < p(z) = plz’). ik f Æ fo A M B M' LORE 
(2.4.1) 的 延 拓 . 

(1), (2) 的 证 明 表明 , 可 以 把 fo 延 拓 到 比 M 大 1 维 的 空间 上 去 . 由 数学 归纳 
法 , 可 以 把 fo 延 拓 到 比 M 大 任意 有 限 维 , 甚至 可 列 维 的 空间 上 去 . 这 可 以 通过 数 
学 归纳 法 来 实现 . 可 惜 这 还 不 是 一 般 情况 , 事实 上 存在 着 不 可 列 维 数 的 赋 范 空间 . 要 
完成 这 最 后 一 步 的 证 明 , 让 我 们 来 应 用 Zorn 引 理 ( 见 本 书 附录 ). 

(3) 设 G 是 fo 的 所 有 延 拓 的 集合 , 即 对 于 每 个 ge G, 

中 g Æ X HTZ M, 上 有 定义 , M c Mg. 

© Vr € M, g(x) = fo(z). 

© g(x) < p(z), Vz € Mg. 

在 G 中 规定 g 和 gf 当 且 仅 当 Ms c My 并 且 g(z) = g'(z), Vz € Mg. 容易 验证 
G 是 半 序 集 . 

# Go 是 G 的 全 序 子 集 , 令 M = Ms, 4 z € Mo 时 定义 h(z) = 9(z). 由 


于 Go 是 全 序 的 ,应 是 线性 子 空间 , 如 当 =, z € M 时, 若 zeMoz' € My, PIEL 
M, C My, WJ az + 8z” € M; C M. 此 时 


h(az + Bz!) = g'(oz + Bz!) = og'(z) + 8g'(z') = oh(z) + Bh(2). 
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显然 M c M, 并 且 当 ze M 时 , h(z) = g(z) = fo(z). 又 若 ze M, 不 妨 设 re Ma, 
则 h(x) = g(x) < p(z), JA h € G, h > g, Vg € Go. h 是 Go WER. 

根据 Zorn 引 理 , G 有 极 大 元 f. f 即 是 定理 中 所 需要 的 延 拓 . 为 此 只 需 证 明 
My = X. 若 不 然 , 存在 zo € X\Mj. 令 

M; = span(zo, Mf} D My, M; # My. 

H (1), 此 时 有 fr e G, f 定义 在 M, 上 并 且 f' Z f,f' > f. 这 与 f W Ku 
盾 . 证 毕 . 

现在 我 们 考虑 复 空 间 上 线性 泛 函 的 延 拓 . 


首先 注意 对 于 复 空间 上 任 一 复线 性 泛 函 f(z), 不 妨 设 f(z) = (z) + ifla), 其 
中 f, 户 分 别 为 了 的 实 部 和 虚 部 . 根据 S 的 线性 , 容易 验证 户 , 户 是 实 线性 的 . 又 


if(z) = fliz) = PA (iz) + ifa (iz), 
if(z) = ifi(z) — fo(z), 


从 而 
f(z) = -flizs), f(z) = fı(z) ~ if Giz).. (2.4.3) 


由 此 知道 , 复 空间 上 任何 复线 性 证 函 可 以 通过 它 的 实 部 表达 出 来 . 但 应 当 注 意 
的 是 , 对 于 实 线 性 泛 函 fi, 一 般 来 说 filz) Z if, (z). 

定理 2.4.2 V X 是 复线 性 空间 , p 是 X 上 的 半 范 数 , M c X 是 线性 子 空间 . 
车 fo EM 上 的 复线 性 泛 沙 并且 


Ifolz)| < plz)， weM， 
则 存在 X 上 的 线性 泛 函 F, 使 得 

F(x) = fo(z), Vz € M, 

IFP(zjlsplz)， Vz e X. (2.4.4) 


证 明 E M L, fole) = (z) — ifi(iz), 把 M 看 成 实 线 性 子 空 间 (同样 地 ， 
把 XX 看 成 实 线性 空间 ), 由 假设 


file) < IA(z)| < |fo(z)| < p(z), Vz € M. 
由 定理 2.4.1, X 上 存在 实 线 性 泛 函 F (1), 使 得 


Fi (z) = f. (z), Vz € M, FT, (z) < p(z), Vz € X. 
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考虑 复线 性 泛 函 F(z) = P.(z) — P, (iz), Vz € X, 不 难 知道 F 是 可 加 的 , 因此 

为 了 验证 F 是 复线 性 的 , 只 需 注意 
F(iz) = F) (iz) — ix (—z) = i[Fi (z) ~ i, (iz)] = iF (x). 
另 一 方面 , 若 z e M, 则 
F(z) = F(z) — iFi (is) = 户 (z) — ifi(iz) = folz). 
设 F(z) = reie, 则 FF(e-i9z) 是 实数 , 故 
IF(z)| = |P(er8z)|= | 下 (eic)| < p(e Iz) = p(a). 


F(z) 即 是 所 要 的 复线 性 泛 函 . 
EH 2.4.3 XERA) RREZE, M c X 是 线性 子 空间 , fo 是 M 
上 的 连续 线性 泛 函 , 则 存在 X HERRER f, 使 得 


f(z)= folz), Vz e M, f= lfoll. (2.4.5) 


称 是 万 的 保 范 线性 延 拓 ， 
证 明 > p(z) = |lfoll lleil, HU p(z) Æ X 上 的 半 范 数 并 且 


人 Isllllzll= pG), Vz € M. 
在 复 情况 , 由 定理 2.42, 存在 X 上 的 线性 泛 函 f, 使 得 f(z) = fole), Yz € M, 并 且 
IŒ < p(z) = lllllzll， Vz x. 
在 实情 况 , 由 定理 2.4.1, 存在 X 上 的 线性 泛 函 f, 使 得 
f) < pa) = lll. 
以 —z 代替 z, 则 有 
-jlz) = f(—z) < p(—z) = foll l=zll = Ilfoli llel, 


从 而 
FŒ < Holl eil, Ili < [foll 
总 之 f 连续. 此 外 
lfoll= sup |folz)l= sup |f(z)| < sup |fol= Il，(2.46) 


llzl|<1,=e M Ilzll<bzeM llzlI<lzex 
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MARRA JII = ||foll. 

推论 2.4.1 W X 是 线性 赋 范 空间 ，zo € X,zo Z 0, WEE f < X* 使 得 
III = 1, f (zo) = llzoll. 

证 明 考虑 子 空间 M = {azo : o € $] 和 M 上 的 线性 省 函 folazo) = o ||zo||!, 
fo 在 M 上 连续 . 实际 上 


[fo(azo)| = lal lizol] = llazoll, 


于 是 ||fol| = 1. 又 显然 fo(zo) = |jzoll. 由 定理 2.4.3, 存在 | 上 = fol| = 1, 4 z € M 
BF, f(z) = folz). 特别 地 , f(zo) = fo(zo) = |lzoll. 
推论 2.4.2 X ERREZE, xz1,z2 € X, i Z £2, WFE f e X*, f(z1) Z 


f (zx2). 
证 明 Mz -e #0, RERE 2.4.1, FE f eE X*, f(zi —z2) = ||zi — zo|| Z 0, 
故 f(z1) Z f(z2). 


推论 2.4.3 iX ERREZE, z1,z2 € X, # Vf e X*, f(zi) = f(z2), 则 
Ti = T2. 

这 是 推论 2.4.2 的 道 否 命题 . 

从 直观 上 说 , 推论 2.4.1 表明 , 对 于 一 个 非 零 线 性 赋 范 空间 , 一 定 存在 非 零 连 续 线 
性 泛 函 . 推论 2.4.2 则 表明 非 零 连 续 线性 泛 函 是 足够 多 的 , 以 至 于 每 两 个 不 同 的 点 都 
可 以 由 某 个 连续 线性 泛 函 区 分 开 来 . 或 者 简单 地 说 , X* 在 蕊 上 是 可 分 点 的 . 

推论 2.4.4 iX 是 线性 赋 范 空间 , zo € X, Wi 


lzoll= sup {f(zo)l. | (2.4.7) 
IIfll<1,fex- 


证 明 首先 由 HI 和 1, |f(zo)| < II leoli < lleol] 知道 


sup |f(zo)| < llzoll. 
ISISI JEX” | 


另 一 方面 , 由 推论 2.4.1, 存在 f e X*,||fl| = 1, f(zo) = |lzol|. 故 


|lzol| < sup |f(zo)|. 
II/l|<1,fex* 


所 以 等 式 (2.4.7) 成 立 . 
上 述 定 理 和 推论 在 理论 上 和 应 用 上 都 有 重要 意义 ， 这 里 让 我 们 介绍 它们 在 至 
近 论 方面 的 应 用 .. 
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定义 2.4.3 j X 是 线性 赋 范 空间 , E Æ X 的 子 集合 , rz € X. 3 y € E J z 
关于 已 的 最 佳 逼近 元 , # 
llz — yil = inf llz — all. (2.4.8) 

例 2.4.1 E c C|[0,1], E E |0,1] 上 定义 的 任意 阶 多 项 式 全 体 构 成 的 线性 子 
空间 . 取 z(t) = et e C|0,1]. RE d(x, E) = 0, 但 不 存在 ye E, 使 得 ||z — yl] = 0. 
因为 et 不 是 多 项 式 . 这 说 明 不 存在 et 关于 E KRERET. 

定理 2.4.4” 设 X 是 线性 赋 范 空间 , E 是 的 闭 线性 子 空间 , zo Z E, W| y e E 
是 zo 关于 E 的 最 佳 逼近 元 当 且 仅 当 存在 f e X*,||f|| = 1, 1, f°) =0YrEe 互 并 且 
f(x0) = Ilzo — yll. 

证 明 车 y 是 zo 25 E HREN, BD: 


-Ilzo ~— yll = inf ||zo ~ z|| = d, 


E 闭 , 因此 d > 0. Ë: E, = span{zo, E), W| Vz: € E,,zi = z + om, 其 中 ze 
E, a € $. $ fa(zi) = ad, Vz1 = z + azo € Ei, W fo 是 E, EFDB6294EFRE M, 
fo (E) = 0, fo(zo) = d. 由 于 任何 z: € F, 


ol = lald < lal ||Ž +=|| = liz + azoli = lli, 


BDI || fol] < 1. Ve > 0, W z € E NB ||zo — zl| < d+ e, W 


n (ie Tl- > > 于- 


||fol| > 


< 是 任意 的 , 于 是 ||fo|| = 1. 由 Hahn-Banach 定理 , 存在 f e X*, 使 得 在 E 上 
f(z) = folz). 特别 地 f(E) = fo(E) = 0, 从 而 
f(zo) = fo(zo) = d = llzo — Yl. 
反之 , # f e X* 满足 定理 中 条 件 , 则 Vz e E, 
lizo — yl| = |f(zo)| = |f (zo — z)| < llzo — zil. 


由 于 ye E, #& ||zo — yll = inf ||zo 一 zj. WE. 

定理 2.4.4 实际 上 是 最 佳 逼近 元 的 判定 定理 . 下 面 定 理 给 出 了 最 佳 通 近 元 存在 
的 一 个 充分 条 件 . 

定理 2.4.5 E X 是 线性 赋 范 空间 , E Æ X 的 有 限 维 子 空间 , 则 Vz e X, z 关 
+T E 的 最 佳 逼近 元 存在 . 
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证 明 Vyo e 互 ,考虑 集合 
F = {z € E: ||æ zJ| < llz— ull), 


” 则 五 是 吾 中 的 有 界 闭 集 , E 是 有 限 维 的 , 从 而 F 是 紧 集 并 且 容 易 知 道 dlr, E) = 
d(x, F). 取 zn € F 使 得 上 |z — zn|| — d(z, F), 此 时 存在 子 序列 zn, — zo € F, JAI 


liz — zo|| = lim llz 一 zx|| = d(z, E), 
人 一 DO 


由 定理 2.4.4, zo 是 z 关于 E 的 最 佳 通 近 元 . . : 

例 2.4.2 ”考虑 实 空间 Cla,b] 和 由 {t t) 张 成 的 子 空 间 En, MUJ Vz < 
Cla, b], z 到 En 的 最 佳 逼 近 元 存在 . 即 至 少 存在 一 组 系数 ao,al,……,an, 使 得 多 项 式 
y(t) = 0 十 qit 十 … 十 Qnt? 满足 o 


llz — y= sup |z(t) — y(t)| = d(x, En). 
te[a,b] 


例 2.4.3 ”对 于 复 空间 L2[-z,z], # E, 是 由 {6 : -n < k < n) 张 成 的 
线性 子 空间 , 则 vz € L2|—z,z], 存在 一 组 系数 crn S k < n 使 得 三 角 多 项 式 


y(t) = J e 满足 


k=—n 
le -vll = (s; Í` eO -voPat) ldea) 


有 了 最 佳吉 近 元 的 存在 性 和 判别 定理 ， 自然 会 考虑 到 唯一 性 问题 . 为 此 我 们 需 
要 另 一 个 新 的 概念 . 

定义 2.4.4 ”线性 赋 范 空间 X 称 为 是 严格 凸 的 , 若 Yz,y € X, 当 了 * v, liel] = = 
llull = 1 Bf 


| <1 (2.4.9) 
从 几何 直观 上 来 看 , 严格 凸 空间 的 单位 球面 上 任意 两 点 的 中 点 都 不 在 球面 上 . 
严格 凸 的 概念 在 允 近 论 中 时 常用 到 . 我 们 先 给 出 严格 凸 空间 的 例子 . 

例 2.4.4 空间 Lr[a,b] (1 < p < oo) 是 严格 凸 的 . 
车 存在 z,y € Lla, b), lell, = lyll, = 1, 3 E Ile + gl|, = 2, Bl |z + yll, = 

Ilzi + | 由 例 1.2.1 知道 Minkowski 不 等 式 中 等 号 成 立 ， 当 且 仅 当 z(t) = 
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k y(t)ae EF k 为 非 负 常 数 由 liell, = llylls = 1 知道 上 = 卫 故 z=2 这 
与 严格 凸 性 的 定义 了 矛盾. 

同样 地 , 空间 IP(1 < p < oo) 是 严格 凸 的 | 

Hilbert 空间 是 严格 凸 的 , 这 可 以 由 平行 四 边 形 公式 直接 得 到 . 

例 2.4.5 D 不 是 严格 凸 的 . 实际 上 取 z = (1,0,0,…),y = (0,1,0,---), Mi 
z Z y, lzl=|yl|=1, 但 |lz+yll =2. 

I° 也 不 是 严格 凸 的 . 实际 上 , 取 z = (1,0,0,…),y = (1,—1,0,---), W £ Z 
yzlloo = yl = 1, lz + yll = 

此 外 空间 c, co, Lila, b], Loola, b), Cla, b] 也 不 是 严格 凸 的 , 这 里 不 一 一 验证 了 . 

定理 2.4.6 i$ X Æ Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) X 是 严格 凸 的 . 

(2) 对 于 X 中 的 任何 闭 凸 集 EM z e X, z 关于 已 至 多 有 一 个 最 佳 逼 近 元 . 

(3) Vf e X*, 闭 单位 球 S(X) 上 至 多 有 一 点 zo 使 得 f(zo) = IISI 

证 明 (1) = (2). 不 妨 设 z ¢ E, ŻA yy' EE 同时 使 


lle — yll = Ile — y= d(z, E) = 


则 此 时 
w+) -ol < Ble ut sle v< dG, p. 
tt E md. 从而 zU +y) e E, 故 应 有 |a +) -2| > aB), 于 是 
"a = d(z, E) = 
i =S, z= 11-1 8 EE =: 5866688828 8. 


(2)= (3). 若 两 点 yy € S(X) 使 得 f(y) = f(y) = IIl 不 妨 设 ||/l| = 1. 考虑 
闭 凸 集 [yy] = {z € X: z = ty + (1 — t)y',0 < t < 1}. MJ f(z) = f(tu + (1— t)y') = 
1,0<t<1, MT 1 < |f(z)| < IFI < lell. 另 一 方面 , ||z|| < tlll +a- l'll = 
1, 故 [lz] = 1, 这 说 明 0 点 到 y y] 有 无 穷 多 个 最 佳 逼 近 元 , 与 (2) FA. 

(3) = (1). # X 不 是 严格 凸 的 , WA z,y e X, [izl = Hull = z|- 


由 Hahn-Banach 定理 , 存在 f e XSI = 1, f (222) = 1 此 时 由 I) < 


1,|f(W| < 1, 5(/ f(z) + Fu) = 1, KUA f(z) = f(y) = 1. 从 而 对 于 任何 0 < t < 
1, fits + (1 ty) = =1, 与 (3) 矛盾 . 


1. 
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根据 定理 2.4.5, 定理 2.4.6, 例 2.4.3 中 的 最 佳 逼 近 元 是 唯一 的 . 

对 于 严格 凸 性 的 另 一 个 应 用 , 我 们 考虑 线性 证 函 延 拓 的 唯一 性 问题 . Hahn-Banach 
定理 解决 了 延 拓 的 存在 性 , 但 一 般 来 说 ; 唯一 性 并 不 成 立 . 

例 2.4.6 H R? 中 定义 范 数 


ll(zi,zə2)|| = zi 二 zal，  Y(z1, z2) € R?. 


G = ((zi, 0) : 1 € R) 是 R? 的 线性 子 空间 , 如 (zu0) = zl 是 G 上 的 线性 泛 函 . 由 
folz1,0)| = zil = ll(z:,0)|] 容易 知道 | fo|| = 1, 故 fo 连续 . 
对 于 任何 实数 B, F(z1, x2) 三 Xl 十 Br2 都 是 fo 的 延 拓 ， 即 


|F(z1,z2)| < |zi| + [8| |z2| < max{1, |B|} (zi| + lz2l) 
= max{1, |6|} |l(z1, z2) - 


于 是 当 |8| < 1 时 F 是 保持 范 数 的 延 拓 , 这 种 延 拓 的 个 数 有 不 可 数 无 穷 多 个 . 
这 里 我 们 给 出 一 个 保证 线性 泛 函 延 拓 唯 一 性 的 等 价 条 件 , 而 将 其 证 明 略 去 . 
定理 2.4.7 HX 是 线性 赋 范 空间 , 为 了 使 X 的 每 个 线性 子 空间 上 的 连续 线 
性 证 函 都 有 唯一 的 保持 范 数 的 延 拓 必须 并 且 只 须 共 轰 空 间 X* 是 严格 凸 的 . 
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凸 集 的 隔离 定理 又 称 为 Hahn-Banach 定理 的 几何 形式 . 它 在 规划 论 、 控 制 论 
与 Banach 空间 几何 理论 等 方面 都 有 重要 的 应 用 . 
首先 让 我 们 考虑 平面 上 的 情况 。 车 
A, B 是 平面 R? 上 的 两 个 不 相交 凸 集 , 我 
们 一 定 可 以 用 一 条 直线 将 二 者 隔离 开 来 . 
即 存在 直线 az + by = c, 使 得 对 于 4 中 的 
每 个 点 (z,y) H az + by < c, XF B 中 的 
每 个 点 (z,y) 有 ar + by > (WM 2.1). 同 
样 地 , 三 维 空间 R? 中 的 两 个 不 相交 凸 集 
可 以 用 一 个 平面 来 隔离 . 
对 于 一 般 线性 空间 中 的 凸 集 , 我 们 有 图 2.1 
理由 提出 类 似 的 问题 . 但 是 有 两 个 更 基本 
的 问题 需要 解决 : 用 什么 将 一 般 线性 空间 中 的 凸 集 隔 开 ? 怎样 才 算 将 两 个 止 集 隔 开 ? 
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定义 2.5.1 ÚX 是 线性 空间 , E c X 是 某 个 集合 . 

(1) 称 E 是 线性 流 形 , 车 E = zo + M, 其 中 M 是 天 的 线性 子 空间 . 

(2) 称 线性 子 空 间 E 是 X 的 极 大 真子 空间 , 若 对 于 X 的 任 一 线性 子 空间 W, 
34 E c W 3Ë R. E Z W 时 , 必 有 W = X. 

(3) 称 E Æ X 的 超 平面 , # E = zo + E, 其 中 巨 是 XX 的 极 大 真子 空间 . 

X 上 的 线性 泛 函 (未 必 连 续 ) 全 体 记 为 X, 显然 就 点 集 的 包含 关系 来 讲 , X* c 
X'. 有 时 称 X' 是 X 的 代数 共 罗 , 称 X" E: X wth. 

定理 2.5.1 (1) E Æ X 的 极 大 真子 空间 当 且 仅 当 存在 f e X', f Z 0, E = 
N(f) 后 者 是 f 的 零 空间 . 

(2) E J: X 的 超 平面 当 且 仅 当 存在 f e X 和 常数 c 其 中 上 Z 0,E = (z : 
f(x) = c). 

证 明 (1) # f e Xf 关 0, 则 NN(f) 是 X 的 线性 子 空间 . 3 W 是 线性 子 空间 
并 且 m0 C W ñ N(f) # W. W zo e WN\N(J), 显 然 f(z0) 了 0. 此 时 Yr € X, < 


在 ntu, 则 f(y) = 0, 所 以 y 8 N(f). 从 而 X = span (zo, N(f)) c W, BẸ 


W = X. N(f) 是 极 大 真子 空间 . 

KZ, 车 E RRATZEN, 取 zo Z E, MJ X = span(zo, E}. Vz € X,z = 
zi 十 azo, 其 中 z: € BE,a € $. 此 表达 式 是 唯一 的 . 定义 f(z) = a,Vz = zi + ozo. 显 
£ E = N(J). 

(2) Æ E EPH, WJ E = zo +W,W 是 极 大 真子 空间 . 由 (1), 存在 f e X', f Z 
0, W = N(f), 从 而 z € E, 当 上 且 仅 当 f(z) = f(zo) = c, EE E = {z: f(z) = c). 

# E = (z : f(z) = e), f € X’, f #0, ÆR zo € E, W f(z) =c. $ y= t- to, 
W f(y) = 0,y E€ N(f). 由 (1), N(f) 是 极 大 真子 空间 , E = zo + N(f), EB 是 超 平面. 

定理 2.5.2” 设 X 是 线性 赋 范 空间 , E c X 是 极 大 真子 空间 , f e X', f Z 0, E 
与 f 的 关系 如 同 定 理 2.5.1, 则 E 是 闭 的 当 且 仅 当 f e X", 或 者 E 不 在 X 中 稠密 . 

证 明 由 于 =N(]), 全 部 结论 可 由 定理 2.5.1 得 出 . 

通常 称 实 空间 X 的 子 集 4 在 超 平面 E = (z: f(z) = a) 的 一 侧 , 若 A c {z: 
f(z) < a) 或 4C{z:f(z) 2 a). 称 两 个 子 集 A, B RATH E 隔离 , 若 A, B 分 属 
F EKAN. 若 上 述 集合 中 严格 不 等 号 成 立 , 则 称 A, B 被 E 严格 隔离 . 

下 面 我 们 来 着 手 证 明 凸 集 的 隔离 定理 , 不 过 我 们 还 需要 一 个 工具 一 一 凸 集 的 
Minkowski 泛 函 . 在 2.4 节 中 证 明 Hahn-Banach 延 拓 定理 时 , 我 们 曾经 事先 假定 x 
上 存在 某 个 正 齐 性 次 可 加 泛 函 . 现在 为 了 证 明 凸 集 的 隔离 定理 , 我 们 将 从 x 的 满足 
一 定 条 件 的 凸 集 上 产生 这 种 泛 函 . 


T= 


YL tir íf. me EIn r/ AYI 


Wem 7 


25 凸 集 的 隔离 定理 . 89. 


定理 2.5.3 E X 是 线性 赋 范 空间 , 4C X 是 以 0 为 内 点 的 凸 集 , 定义 
palz) = inf{t > 0: z € tAJY, (2.5.1) 


则 

(1) pa 在 整个 三 上 有 定义 . 

(2) Æ t > 0, pa(tz) = tua (z), Vz € X. 

(3) nA (z +y) S palz) + paly), Yzy € X. 

(4) À c (z : pals) < 1). Æ A EFR, N A= (z : nA (z) < 1}. 
称 ua 是 集合 4 的 Minkowski ZZ 8. 

证 明 (1) vz € X, 二 一 0， A° 是 0eXX 的 邻 域 , 故 存在 no, 元 € ho c À, Bj) 
z € no A, 所 以 nale) 是 有 限 实数 . 

(2) 由 于 z € r A, 当 且 仅 当 如 € tr A, 故 

tua(z)= tinf{r > 0: z € rÀ) = inf{tr: z € rA} 
= inf{tr : tz € tr À] = palts). 


(8) Æ z e rA, y € sA, BI Š € A, E < A. A 是 凸 集 , 故 


BI z+ € (r + s)A, AM pale +y) Sr +s. r Ej s EIE z € rA, yes4 成 立 的 任 
意 数 , 故 na (z + u) S pale) + pA (8). 

(4) H za 的 定义 知 4 C (z : pale) <1}. RER 4 是 开 集 , 若 na (z) < 1, WE 
在 "0<r<1， zer4 或 了 E4 4 是 凸 集 , 0< A, AT æ = (1-r)0+r' € A. Ë 
(z: uA(z) < 1) c A. K235 z € A, 一 定 有 = > 0, 使 得 (1+e)ze 4 或 ze iA, 


从 而 uala) < z <1, 故 4c (z : pala) < 二 .以 上 两 点 说 明 等 号 成 立 . 
定理 2.5.4 X 是 ( 实 或 复 ) 线性 赋 范 空间 , A, B Æ X 的 非 空 凸 子 集 , A Z 
@, A° (1 B = @. 则 存在 非 零 线性 泛 函 f e X* 和 实数 r 使 得 


Ac (z: Ref(z) sr}, B c (z : Ref(z) 2r}, (2.5.2) 


其 中 Ref(z) 表示 f (z) 的 实 部 . 
证 明 ”不 妨 先 作 两 点 简化 : 一 是 可 以 假设 0 e A. 因为 当 f,r 满足 (2.5.2) 时 ， 
Vro € X, 
zo + AC (rz: Ref(z) < Ref (zo) +r}, 
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zo + B c (z : Ref(z) > Ref(zo) + r). 


特别 地 取 zo € A°, 并 且 考 虑 4 — zo, 则 至 多 改变 r 的 值 , 结论 仍 成 立 . 二 是 根 
据 定理 的 表述 形式 只 须 就 X 是 实 空间 的 情况 证 明之 , 因为 由 2.4 节 关 于 定理 2.4.2 
的 说 明 , 复 空间 上 的 一 个 实 消 函 决定 唯一 的 复 泛 函 并 且 成 为 它 的 实 部 . 

现在 考虑 集合 C = A + zo — B, 其 中 zo € B. MJ C 是 开 凸 集 并 且 由 于 
A Z @, 0 € C. Ibh zo éC, 否则 0e A-B, ATIS ANB Ho, 与 假设 矛盾 . 

设 pc 是 集合 C 的 Minkowski 泛 函 . 由 定理 2.5.3, jc 是 整个 空间 X 上 有 定义 
的 次 可 加 正 齐 性 泛 函 , 并 且 C = {z : nc(z) <1}. 这 说 明 nc (zo) 2 1. 

考虑 子 空间 M={tzo :t e R) 和 M 上 的 非 零 线 性 泛 函 fo(tzo)=t. 24 t> 0 时 


fo(tzo) = t < tuc (zo) = Hc(tzo). 


34 t < 0 时, 由 于 uc (tzo) > 0, 显然 fo(tzo) = t < pc 人 (tzo). 根据 定理 2.4.1, 存在 X 
ERREZA f, f 是 fo 的 延 拓 , 并 且 f(x) < pole), Ve € X. 

f 是 连续 的 . 实际 上 CAOC) 是 0 点 的 邻 域 , 当 z e CNOC) 时 , 一 方面 
f(z) < pelz) < 1; 另 一 方面 -f(z) < nc(—z) < 1. 总 之 


—1 < f(z) < 1, vz e C-C). 


故 f 连续 . 又 由 zo € M 知道 , f(zo) = fo(zo) = 1. 
现在 Vz € A°,y € B, W z+ zo — y € C. 从 而 


f(z) + f(zo) — f(y) = f(z + zo — y) S nc(z + zo —) < 1, 


由 此 得 出 f(z) < f(y). Wr = sup f(z), 则 f(z) < r,Vz € 4", 同 时 rs< f(y), Yy € B. 
由 于 A C (z : f(z) < r) 并 且 后 者 是 闭 集 , 故 A c (z : f(z) < r). 但 对 于 本 
集 而 言 A = À, 所 以 A c (z : f(z) < r). 证 毕 . 
定理 2.5.5 设 X 是 ( 实 或 复 ) 线性 赋 范 空间 , A,B E: X 中 的 非 空 止 子 集 ，4 
是 紧 集 , B EWR, ANB =Ø. WEE f e X* 和 实数 rrari < r, 使 得 
Ac (z: Ref(z) < ri), B c (z : Ref(z) 2 r>). (2.5.3) 


此 时 A, B 被 严格 隔离 . 
证 明 ”同样 只 需 对 实 空间 证 明 结论 成 立 . 注意 此 时 


d = d(A, B) = sop d(x,y) > 0, 
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于 是 4+ 0 (0.3 ) EaR, Hg (4+0 (0,.9)) 站 B=-2. 这 里 0 (0,5) 是 以 0 

为 中 心 , Š 为 半径 的 球 . 根据 定理 2.5.4, 存在 连续 线性 泛 函 f fi r < R, 使 得 
4+o 人 0 P= f(z) < r>), B c (z: f(z) 2 r2}. 

注意 4 是 紧 集 , f 连续 , 故 /在 4 上 可 达到 上 确 界 , 不 妨 设 


f(zo) = sup f(z) = r1, zo € Á. 
TEA 


由 于 f 不 是 零 泛 函 , 于 是 f 在 o (o, 3 上 到 值 不 可 能 全 为 0 不 失 一 般 性 , 设 有 
r eo(o g) ye)>o 则 ma+ze4+O(o3), 有 而 


sup f(z) =r; < rı + f(z') = f(zo + z’) < r>. 


证 毕 . 

作为 Hahn-Banach 定理 和 隔离 定理 的 应 用 , 让 我 们 来 看 一 下 Helly 第 一 和 第 二 
EREE. 

定理 2.5.6 (Hely) 设 X 是 线性 赋 范 空间 ， {rn} C X 是 一 列 元 素 , {an} C 
$, 8 > 0. 则 存在 f e X* IfI < 8, f(zn) = an (n > 1) 的 充 要 条 件 是 不 等 式 


n n 
<8 || kiz: (2.5.4) 
“一 1 


1 一 1 


对 于 任意 正 整 数 n 及 kico RL. 
证 明 (1) 若 满足 所 说 条 件 的 f e X* 存在 , 则 


B®) 


n 
iti < 8 
=1 4 一 1 


izili, Vn 21, ki€ ð. 


(2) #FAS3838 (2.5.4) 成 立 , 设 E = span{fzn : n > 1). $ folti) = api > 1, 
则 Yn, ` 


fo p ea) = > kiQi, Vr = s kizi. 
i=1 i=1 i=1 
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这 里 {zn} 未 必 是 线性 无 关 的 , BEBA z = x s;z;, WJ (2.5.4) 表明 


j=1 


n m n m 
》 kis; 一 J Sjj 5 kiri 一 J S8;Z;j 
4 一 1 j=1 i=1 j=1 


由 此 知道 fo(z) 有 确定 的 意义 . 此 外 ||fol| < 8 显然 

由 定理 2.5.3, 存在 fe X*, ||fl| = loll < 8, # E E f(e) = fole). 特别 他 
f(zn) = an, Yn > 1. WE. 

定理 2.5.7 (Helly) Ë X Æ Banach 空间 , f,,.... fa € X*,M > 0,61, Cn € 
$, 则 vs > 0, 存在 ze € X, 使 得 lzel] < M +e, fi(xe) = c(i = 1 的 充 要 条 
件 是 val ,an € $, 


<8 =0. 


<M . (2.5.5) 


Y aici Daf 
i=1 i=1 
证 明 必要 性 . 若 Ve > 0, ze 存在 , 即 ||z,|| < M +e, filte) = ali = 1,:-: , n), 
则 Val, ,On € @, 

Y aic Y aifilze) | . 

i=1 i=1 
e 是 任意 的 , 故 (2.5.2) 成 立 . 

充分 性 . 不 妨 设 fa. fn 彼此 线性 无 关 ， 否则 考虑 其 中 的 极 大 线性 无 关 组 

及,，…, fm， 当 对 于 后 者 证 明了 定理 的 结论 时 ,根据 线性 相关 条 件 , 结论 对 于 整个 
fu: fn 也 一 定 成 立 . 此 外 , 我 们 仅 就 X 为 实 空间 的 情况 进行 证 明 , 对 于 复 空间 ， 
只 须 稍 作 修 正 . 


考虑 映射 了 : X > R",T(z) = (及 (7),…,fn(z))，z € X. 容易 验证 了 是 有 
界线 性 算 子 并 且 是 到 上 的 . 实际 上 T(X ) 是 R" 的 线性 子 空间 , 若 dimT(X) < n, 则 


存在 不 全 为 0 的 nn 个 数 a1,…,an, 2 a fi(z) =0Yz € X. 于 是 》 af, = 0, 5 
i=1 


i=1 
fu: fa 线性 无 关 矛 盾 . 
X, Rn 都 是 Banach 空间 , 于 是 人 是 开 映 射 . 
Ve > 0, W E, = (z : ||z|| < M +e}, W Ee = (z : |lz|| < M +e} Æ 0 e X Hg 
域 . 于 是 T(E?) 是 0 e R" 的 邻 域 , 即 0 e R" Æ T(E) 的 内 点 . 车 不 存在 z, € Es, 
使 得 filte) = c(ë=1,:::,m), Bp 


< 


m 
> oif: 
i=1 


lizel|l < (M +e) 


n 
X aifi 
i=1 


c= (cl t, Cn) € T(E,). 


习题 2 -93 


注意 到 T(E.) 是 R" 中 的 凸 集 , 由 隔离 定理 2.5.4, 存在 R* 上 的 实 连续 线性 泛 函 F 
和 实数 r(r > 0) 使 得 


F(Tz)<r, Yre E, F(e)> r. 


由 例 2.1.1, 不 妨 设 F(y) = biyi t: ` “+ bnyn, YY, `` ,Yn) € R”, 其 中 bi, `. ` b. € 
R. 则 F(Tz) = Y bifi(z). 注意 x € E, 当 且 仅 当 —z € Ee, 故 必 有 


i=1 


Tz) <r 


ifı(æ)| = 
一 1 
于 是 
2 filz 
Soh fi 


i=1 


sup )I(M +e) 


1 zl 和 MT+e 


> bifi(7) 


i=1 


= sup 


Til 


= (M +e) <r < F(c) = Ci | ， 


户 fa 线性 无 关 , 故 Z 0, 从 而 


Dbifi 


i=1 


ici| . 


与 定理 中 条 件 矛盾 . 证 毕 . 
习 ÉE 2 


1. 设 X, Y 是 线性 赋 范 空间 , T: X 一 Y 是 线性 算 子 , 则 T 不 是 连续 的 , 当 且 仅 当 3z。e X, 
使 得 Tn 一 0, 但 |lzall 一 09. 
2. 对 于 每 个 9 € V|a,b], 定义 


b 
(a) = f z(t)dg(t), Yz € Cla,b], 


则 f 是 Cla, b) 上 的 连续 线性 泛 函 . 
3. 证 明 下 面 定义 的 f 是 线性 泛 函 并 且 求 |f|| =? 
(1) no € N, f(z) = Eno, Vz = (za) € I?(1 < p < co). 
(2) to € [a,b], f(z) = z(to),Vz = z(t) € Cla, b]. 
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(3) to € [a,b], f(z) = f. z(s)ds,Vz € L?la, bl(l < p < oo). 
4. 对 于 每 个 a € Lea, 8, 定义 线性 算 子 卫 : LP |a, b) 一 LP |a, b), 


(Tz)(t) = a(t)z(t), Vz € L'la,b]. 


R ITI =? 


(z1, £2: :)| > (a121, a272, 小 


R ITH =? 
6. L= +Enpa> Oae L, EXT: P>, 


(T'z=)(t) = a(t)z(t), vr € D’[a,b], 


R IITI =? ， 
7. 设 1<p< oo + : = 1, 无 穷 矩阵 (a) 满足 》、 (È est) ”< oo. 定义 算 于 


k=1 Nj=1 


T: PP =t, 38 z = (£n), y = Tr = (un) 时 ， 
Yk = Y akjzZhj k > 1. 
j=1 


EHT 有 界 并 求 其 范 数 . 
8. W (Tz)(D) = Pa(t), # T ÆA L2[0,1] 一 Li[0,1] 的 算 子 , HA IT; # T 是 从 
L2[0, 1] 一 L2[0, 1] 的 算 子 再 求 出 TN. 
9. 在 C[0, 1] 上 定义 N 
Fe) = J z(t)dt — Í z(t)dt. 


证 明 , (1) f 是 连续 的 ; (2) | 有 | = 1; (3) 不 存在 ze Cjo, 1), llel] < 1, 使 得 f(x) = 1. 

10. 对 于 一 般 线性 算 子 , 定理 2.1.1 中 的 (1) 与 (6) 能 否 等 价 , 试 举例 说 明之 . 

11. Ca,b] 上 的 线性 泛 酉 f HAEA, 若 e(t) > 0, Vt € [a,b], 则 f(z) > 0. 试 证 明 f 
是 正 泛 函 当 且 仅 当 f 连续 并 且 | 用 = f). 这 里 的 1 代表 函数 r(t) = 1. 

12. 设 Co(—o0, 00) 是 在 (一 00, co) 上 连续 并 且 当 |t| 一 co 时 z(t) — 0 的 函数 全 体 ， 以 上 
确 界 为 范 数 . 证 明 : # F 是 Co( 一 00, 00) 上 的 正 线性 证 函 , F 必 为 连续 线性 泛 函 . 

13. 设 X, Y, Z 是 线性 赋 范 空间 , A € B(Y,Z), B € B(X,Y), 定义 (AB)z = 4(Bz), W 
AB € B(X, Z) 3ËB.|IABII < IAI] IBI- 

14. 由 定理 2.1.5 的 证 明知 道 对 于 算 子 序列 Tn, # ||Tn-T||—>0, W Vz € X,||T,z — Tz|| — 
0. 此 命题 的 递 不 成 立 , 试 考虑 算 子 序列 


T. : 2 — P Ti (mu, s2) = (zl1… Tn, Ü, - - -). 
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15. 设 X 是 Banach 空间 , Y 是 线性 赋 范 空间 , Ta € B(X, Y) 并 且 sup | 上 | = oo, 则 存在 
zo € X, 使 得 sup |IT,zo|| = co( 称 此 点 zo 是 T, 的 共鸣 点 ). 

16. 设 X, Y 是 线性 赋 范 空间 , Ta < B(X, Y), A 是 使 suplITnzl| < oo 的 点 z 的 全 体 , 则 要 
Z A= X, 要么 4 是 三 中 的 第 一 纲 集 . 

17. 考虑 序列 空间 coo = {x : z = (7z1,… ,Zn;0,…), Vz; € R, n > 1), 其 中 的 每 个 元 素 T 
是 至 多 有 限 多 个 不 为 0 的 数字 构成 的 无 穷 序列 , 并 且 lell = sup lEn], Y£ € coo. 对 于 coo 上 的 
算 子 序列 Im : Coo 一 coo, Tra (z) = (0, ttg 0, MIm, 0, .. 小 

(1) 计算 [Tml] 

(2) 证 明 对 于 每 个 E coo, sup IT, z]| < oo. 

(3) 证 明 coo 自身 不 是 第 二 纲 的 . 
将 这 一 结论 与 共鸣 定理 对 照 . , . 

18. i& 1 < p < co, a 人 的 是 [ao, 引 上 的 可 测 函 数 , 使 得 Vz(t) e r, f z(t)ja(t)dt 存在 , 则 
a(t) € Lp +g = 1. ° 

19. 设 X, Y 是 Banach 空间 , Z 是 线性 赋 范 空间 , 映射 


B:XxY— Z, B(z,y) = z. 


若 对 于 每 个 固定 的 zo € X Ryo € Y, B(zo,y) 5 B(z, yo) 分 别 是 关于 y, z 连续 的 线性 算 子 ( 称 
B 为 双 线性 算 子 ), W B(z,y) 关于 两 个 变 元 连续 并 且 存 在 a > 0, ||B(z,y)li < alleli llyll, Vz € 
X, y € Y. 

20. 设 X 是 Banach 空间 , Y 是 线性 赋 范 空间 , Th € B(X,Y). # Vz € X, lim Tas f 
在 , 则 lim sup ||T%,z| = 0. ” 

21. 设 X 是 Banach 空间 , Bn, B Æ X 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 Bar 一 Bz, yz € X, 当 且 
仅 当 sup ||Bnl| < oo, 并 且 在 X 的 稠密 子 集 E 上 Bar 一 Bz. 

22. i& Š E: Ë 中 圣 多 有 限 多 个 坐标 不 为 0 的 元 素 集合 , UP 中 的 范 数 为 范 数 . ST: B 一 
B Tenga) = (5 Zoo T) 证 明 T 是 一 一 的 有 界 的 线性 算 子 , ET 不 是 有 界 
的 . 将 此 与 道 算 子 定理 对 照 . 

23. Æ IIl Æ Cla, b) 上 的 另 一 完备 范 数 ( 原 范 数 记 为 |), 并 且 当 llen- zl — 0 时 必 有 
jzn (t) — z(t)| 一 0,Vt € [a, b), W IA 与 由 jj 等 价 . 

24， 设 X,Y 是 线性 赋 范 空间 , T: X 一 Y 是 线性 算 子 , W G(T) 闭 当 且 仅 当 Vz, 一 
0, Tz, — y 时 , y = 0. 

25. B X 是 Banach 空间 , Bi1, E2 C X 是 闭 线性 子 空间 , 并 且 Vz € X,z = m + z2 的 分 
解 是 唯一 的 ， 其 中 zl € 五 ,zz € E>, 则 存在 a > 0, 使 得 


llzill < allzll, Jlzzll < allzll， Vz = zl + z2. 
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26. ÆT: X — Y 是 闭 算 子 , W 
(1) N(T) = {x :Tz = 0) Æ X 的 闭 线性 子 空间 . 
(2) # T! 存在 , WT 是 闭 算 子 . 
(3) TH X 中 的 紧 集 映射 为 Y 中 的 闭 集 . 
(4) Y 中 的 紧 集 的 逆 像 是 X PHAR. 
27. (Hellinger-Toeplitz) i& H Æ Hilbert 空间 , 4 :太一 硬是 线性 算 子 , 并 且 (z, Ay) = 
(Az,y),vr,y € H, R| A € B(H). 
28. 设 X 是 线性 赋 范 空间 ，E1, E2 C X 是 线性 子 空间 . 
(1) # X = Ei 十 Ez, Ei ) E> = (0), WEE T : E; — X/E,, T 是 一 一 的 到 上 的 线性 
映射 . 
(2) Æ X Æ Banach 空间 , E1, E> C X 是 闭 子 空间 , 则 是 到 上 的 并 且 T, T! 连续 . 
29，( 算 子 延 拓 定 理 ) 设 X,Y 是 线性 赋 范 空间 , X, Y 分 别 是 X,Y 的 完备 化 空间 , 若 了 : 
X > Y 是 有 界线 性 算 子 , 则 存在 : X 一 了 ,使 得 了 (z) = T(z),vz € X, B IITII = | 于 | 
T 是 唯一 的 . 
30. 设 X 是 线性 赋 范 空间 , E C X 是 线性 子 空间 , 则 
(1) zo € 巨 当 上 且 仅 当 Yf e X*, f(E) = (0) BF, f(zo) = 0. 
(2) E = X SHARH vf e X*, f(E) = {0} B$, f = 0. 
31. 应 用 闭 图 像 定理 证 明 , 车 X,Y 是 Banach 空间 T: X 一 Y 是 线性 算 子 ， 满 足 
vf E€ Y*, fT eX*, 则 工 一 定 是 有 界线 性 算 子 . 
32. (Banach 极限 定理 ) 设 B 是 有 界 实数 序列 的 全 体 ， 


B = {z= {rn}: zn € R, supl|zn| < oc), ||zl| = sup |zn|. 
n21 n 


证 明 在 马上 存在 有 界线 性 泛 函 使 得 
(1) lim zn < f(x) < ,lim sn, Vz = (£n) € B. 
(2) Ë z = (zn) € c, 则 f(z) = Jim Tn. 
33. 设 X, Y 是 线性 赋 范 空间 , X Z (0). # B(X, Y) Æ Banach 空间 , 则 Y 是 Banach 空 
Bl. 
34. 证 明 实 线性 赋 范 空间 中 的 每 个 闭 凸 集 都 是 某 些 半 空间 族 的 交 , 后 者 是 指 形 如 (z : f(z) < 
c) 的 集合 , 其 中 f e X*,c € R. 
35. 2 X 是 线性 赋 范 空间 ， A, B 是 X 中 的 凸 子 集 , 证 明 
(1) # A Z @, W| 4° = Á. 
(2) # (AN BY # Ø, W ANB = ANB. 
(3) # A° Z Ø, MÍ Vz € A°,y € A, 点 集 


lz.y) = {zE X: z=tz+(1-—t)w,0 <t < 1) c A°. 
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36. 设 X 是 线性 赋 范 空间 , E c X 是 极 大 真子 空间 , 则 E 要么 是 闭 集 , 要 么 在 X 中 稠密 . 

37. 设 X 是 线性 赋 范 空间 , B Z G 是 开 凸 子 集 , E c X 是 线性 子 空间 , BAE = @, WFE 
f e X*, f(z) = 0,Vz € E, fB f(z) Z 0,Vz € B. 

38. W x 是 线性 赋 范 空间 ， T1 Tn EX 彼此 线性 无 关 ， 则 存在 fil, fa € X", 使 得 
fi(z;) = fij (u = 1;6i = 0,123). 

39. 设 fi, f2 E€ X', WJ NA) = N(f.) 3 P IR3M#F# À Z 0, fi = 入 fz. 

40. 设 X ERURMEZE, f € X°, f Z 0, E = (z : f(z) = c}, c Z 0, BI || l| d(0, E) = lel. 

a. WRM E = {= = Gs) € co: 六 25 = 0) 是 o 的 线性 了 空间 fB vz € B, = 关于 

n=l 
E KRERET. 

42， 称 线性 赋 范 空间 X 具有 可 数 决 定 集 , 若 存 在 E = {rr : n > 1} C X*, 使 得 Yzx € 
X,|lz|| = sup |z*z|. 证 明 当 X 可 分 时 , X 与 X* 都 具有 可 数 决 定 集 . 特别 地 , X" 可 分 时 , X R. 
有 可 数 决 定 集 . 

43. 设 {an} 是 一 列 标量 ， 证 明 存 在 a(t) € Vla, b|, 使 得 


b 
/ t"do(t) = an, Vn 2 0 


成 立 的 充 要 条 件 是 对 于 任何 多 项 式 p(t) = ` cit, 
t=0 


n 
Y CiQs 


i=0 


44. 设 X 是 实 线性 赋 范 空间 , E 是 X 的 线性 子 空间 , z € X, W 


< . 
<M max IP OO) 


d(z, E) = sup{ f (2) : f € X", | < 1, f(E) = 0}. 


45. 设 X 是 线性 赋 范 空间 , E C X 是 线性 子 空间 , fn Æ E 上 的 一 列 线性 泛 函 并 且 ||fn|| < 
M < co. 证 明 算 子 全 : E — 1”， 


Tz = (j (z), fz(z),: e), 


可 以 延 拓 到 X 上 并 且 |IT|| = sup | 各 | 
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线性 赋 范 空间 与 它 的 共 轿 空间 之 间 的 相互 依赖 关系 是 泛 函 分 析 中 侥 有 兴趣 的 
和 内 容 丰 富 的 论题 ， 共 罗 q 空 间 不 仅仅 是 由 原 空间 派生 出 的 一 种 新 空间 , 而 且 提 供 了 
认识 原 空间 的 新 工具 . 本 章 将 首先 把 共 圈 空间 具体 化 给 出 某 些 共 斩 空 间 的 表 
现 , 然后 引入 由 共 斩 空间 引出 的 序列 的 弱 收 敛 和 弱 * 收敛 概念 及 有 关 性 质 , 讨论 共 
轿 算 子 和 紧 算 子 的 基本 性 质 , 最 后 阐述 自 反 空间 和 一 致 凸 空间 的 特殊 属性 . 事实 上 ， 
由 于 有 了 第 2 章 的 基本 定理 , 这 些 问 题 都 可 以 比较 深入 地 展开 来 讨论 . 


3.1 共 轿 空间 及 其 表现 


前 面 已 经 讲 过 , 对 于 任 一 非 零 线性 赋 范 空间 X, X 上 不 仅 存在 非 零 的 连续 线 
性 泛 函 , MERE (MHM X*) 构成 一 个 Banach 空间 , 它们 多 到 可 以 区 分 X 
中 的 点 . 此 外 , 对 于 每 个 f e X*, 我 们 有 


fl= sup lf). 
jzjj<lbzeX 


r|i<1,z 


对 于 每 个 ze X, 又 有 
lzl= sup fe): 


IfI<1,Jex* 

RECARE T RERET Ep z BJ JEgü 2 [aj HRR. 二 者 之 间 的 相互 作 
用 远 不 止 这 些 . 另外 , 作为 线性 赋 范 空间 , X" EFEN, 记 为 X**, 称 X** 为 
X H KHARE. 类 似 地 还 有 X”*” 等 . 

在 对 共 罗 空 间 及 其 有 关 性 质 作 进一步 研究 之 前 , 我 们 需要 对 它 的 抽象 形式 做 一 
番 直 观 化 的 工作 . 我 们 记得 在 第 1 章 中 曾经 叙述 过 两 个 线性 赋 范 空间 的 等 距 同 构 概 
念 , 等 距 同 构 的 两 个 空间 除了 符号 不 同 之 外 是 无 法 区 别 的 , 在 这 种 意义 上 我 们 说 两 
个 空间 相等 . 在 研究 抽象 空间 的 时 候 , 有 时 我 们 不 去 研究 这 个 空间 本 身 , 而 是 去 研究 
一 个 与 之 等 距 同 构 的 具体 空间 , 后 者 称 为 前 者 的 表现 , 同时 也 称 具体 空间 的 每 个 元 
素 是 抽象 空间 对 应 元 素 的 表现 . 

举例 来 说 , 在 2.1 节 中 我 们 知道 8” 上 的 线性 泛 函 的 一 般 形 式 是 


f(z)= azi ++ GATA, Vz = (zl Tn) € P”, 
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其 中 al，……,an 是 个 标量 . 不 同 的 对 应 有 不 同 的 nn 数组 (aran). 如 果 r 
上 采用 欧 氏 范 数 , 直接 计算 可 以 求 出 || f|| = [> e.) . 车 将 ó" 上 的 线性 泛 函 f 
i=l 

与 $" 中 的 点 (a1,… ,am) 对 应 起 来 , 则 (6")* 与 名 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 , 并 且 
这 种 对 应 是 到 上 的 等 距 同 构 . 这 样 一 来 , ($")* 中 的 元 素 可 以 通过 一 个 n 数组 表现 . 
换 句 话说 , ”本身 就 是 (EY 的 表现 . 在 这 种 意义 上 我 们 说 (6")* = g", 并 且说 
(a1,… an) 是 相应 的 f 的 表现 . 

现在 让 我 们 看 一 些 进 一 步 的 例子 . 

定理 3.1.1 (11)* = °. 

证 明 (1) 对 于 每 个 Q 三 (a1, a2， `. .) € I, 定义 


f(z) = Sian, Vz = (rn) El. (3.1.1) 
n=1 
SÆL ERREZAK, 并 且 
OO < ÈS lonl len] < suplan $> len| = sop lonl lal 


从 而 III < sup lan] = llath: 
(2) 反之 , Vf e ()*, 取 en = (0,…,0,1,0,…), n > 1. JA e, € Pp. £ 
— 


Qn = flen), 首先 Í 
lan] < ISI lenll = ISI 


# a= (ai,az,…), W a € 1” 并且 


lello = sup jon] < Ill. 


HR z = (zi) € L, 设 zt = Y zie: 则 ||z — z|| = y lzi| 一 0. H f 的 连续 
i=1 


i=n+1 
tE, 
n ° 
f(z) = lim f(c™) = lim > zi f(ei) = $ ouzi, 
i=1 i=l 


这 说 明 (3.1.1) 是 I: 上 线性 泛 函 的 一 般 形式 . 

(3) 令 工 : (D9)* — 1°, Tf =o. H (1) 知道 ,了 是 到 上 的 线性 映射 . (1) 与 (2) 一 
起 说 明 |Tf|. = el. = Ifl, Vf es (2)*. Am T X Bf, 3 B. (P.)* 与 1° 
等 距 同 构 , 即 (请 ) = I°. 证 毕 . 
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类 似 地 可 以 证 明 (IP)* = 19, 1 < p < co,p 1 +g = 1. 
根据 Hahn-Banach 定理 ( 见 本 节 开头 提 到 的 式 子 ) 可 以 得 到 


> QnTn 


lzel, = sup ， Vz = (zn) € IP, (3.1.2) 


lalla <1 


其 中 o = (an) EL. 
定理 3.1.2 LP[a,b]* = Lq|ab),1 <p<o0p 1+g!=1. 
证 明 (1) 对 于 每 个 a(t) € La[a,b], 定义 


p 
f(z) = f z(t)a(t)dt,  Yz(t) € LP]a,b), (3.1.3) 
了 是 Dja, b) EMRE 88. 由 Halder 不 等 式 ， 


< Jzll, llall,, 


b 
|f(z)| = | f z(t)a(t)dt 


i 


故 IISI < lalls. f 
(2) # f € LP|a,b]*, 设 x, = Xia, 是 [a,t) 的 特征 函数 , 记 f(x,) = g(t). 对 于 
[a,b] 中 的 任 一 组 区 间 [a;, b:], 


a <a <b S- <a, < b, < b, 

jË = = WO) = sa) IO — g(aə)[ ( 约定 2=0), 则 
> lg — g(a) Yetta, ) — f(xa)) 

Feit ~ Xa.) 
=I (Še - a) . 


<l fl 


p 


Hi 


当 > b; — ai) 很 小 时 ， Y bi) 一 g(ai)| 也 很 小 , 故 glt) 是 la, b) 上 的 绝对 连续 函 
数 . 由 Lebesgue 积分 的 知识 , 9 '(t)a.e. 存在 , 记 g(t) = a(t), alt) 是 可 积 函数 并 且 


g(t) = g(a) + f ajar, t € [a,b]. 
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但 Xa = 0 a.e., 故 g(a) = f(xa) = 0, 所 以 
g(t) = f a(r)dr, te [a,b]. (3.1.4) 


若 z(t) 是 [a, b] 上 的 阶梯 函数 ， z(t) = Š u (Xu — Xu.) a; € $, a=to<ti < 
i=1 I 
< tn = b, 则 


= Da f(x) — f(x: -.)) 


= = Dot) - g(ti-1)) 


- x f (xt 二 和 )a(t)dt 


= f z(t)oa (t)dt. (3.1.5) 
Ë r(t) 是 有 界 可 测 函 数 , 不 妨 设 e(t) < M, t € |a,b], 则 存在 阶梯 函数 列 rn (t), 
|z. (t)| < M, t € [a, b|, 


使 得 zn,(t) — z(t), a.e.. 由 Lebesgue 有 界 收敛 定理 ， 


1 


b P 
len — zll, = [ f Iza (t) — z(t)P ar) 0. 


此 外 z, (t)a(t) — z(t)a(t), a.e., 并 且 
_ |za(b)a(D)| < M |a(D). 
对 (3.1.5) 两 端 取 极限 , 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 
f(z) = lim f(2n)= lim f “p(t)attat = f adbdt 


即 (3.1.5) 对 于 有 界 可 测 函数 成 立 , 
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现在 证 明 alt) € Lja, b]. 实际 上 , 令 


| aft) la(t)|% ， la(t)|T* < n, 
zx (t) = 


0, le(t)|% >n, 
za (t) 是 有 界 可 测 函 数 . 记 En = {te [ab] : aH < n), 一 方面 有 
|f(zə)| < NAN zal, = Il ( 人 eg) , 


另 一 方面 ， 
f(zn) = f za ()o(t)dt = 人 llat, 


人 elar < il ( 上 人 gf) r 


H ( 上 人 opdi) < fi. n 是 任意 的 , 所 以 


故 


b š 
(/ ora < lifl, — es( € La. 


最 后 , Vz(t) € Lr[a, b], 取 


z(t), lz (t)| < n, 
Tn(t) = 
0, |z(D| > n, 


记 B, = {t € [a,b] : |z(0)| > n), W B, 的 测度 (Bn) 一 0, 然后 由 积分 的 绝对 连 


续 性 ， N 
len — zll, = ( f lo{e) at) "50, 
从 而 
b b 
| f zn(t)a(t)dt — / z(t)alt)dt| < lzn — zi, lloll, — 0, 
由 此 得 出 


f(z) = lm / za (D)o(t)dt = f ° z(t)a(t)at. 
这 说 明 (3.1.3) 是 Lr|a,b] 上 线性 泛 函 的 一 般 形式 . 
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(3) 定义 工 : LP[a,b]* — Lq[a,b], Tf = a, Yf ezfo 外 .由 以 上 证 明知 道 工 是 
到 上 的 等 距 同 构 , 从 而 也 是 一 一 映射 , 故 Lr|a,b]* = Lja, b]. 证 毕 . 

类 似 地 可 以 证 明 Llla,b]* = Le°|a,b]. 

由 Hahn-Banach 定理 得 到 


b 
llz||, = sup f z(t)o(t)dt|, Vr € Lr|a, b), (3.1.6) 
lal, <t |Ja 
1 1 
其 中 a € La[a,b], p 2 L7 + P = 1. 
下 面 定理 称 为 Riesz 表现 定理 . 
定理 3.1.3 Cla,b]* = Vo[a, b]. 
证 明 (1) 对 于 每 个 alt) € Vola, b], EX 
b 
f(z) = f z(t)do (t), Yz € Cla, b|]. : (3.1.7) 


f 是 Cla, b) ERREZ K, 并 且 


b 
MO < Í lda) max e) = Vo) lll, 


所 以 jl < V(e). 

(2) Æ f € Cla,b]*, 考虑 空间 Bla, b], Bla, b] Æ [0,8] 上 有 界 函数 的 全 体 , 以 上 确 
界 为 范 数 ， 显 然 Clo, 是 Ba, 可 的 线性 子 空间 . 根据 Hahn-Banach 定理 , 存在 f 
的 延 拓 F € B[a,b]*, Æ Cla,b] E, F(z) = f(z), Ë. |F| = Ifl- 

设 x+ Æ [at] KERZ, glt) = FQ) 


a <a < bi S- : S a, < b, < b. 
— —— _ _1 70 
S ei = WO) =) a) - ga) (=0), 则 


> l9(bi) — glai)| => ei (F (xi) — F(Xa:)) 


i=1 i=1 


al 


Y ci(Xu 一 Xa,) = IFI ` 
4=1 


(t) Ef 8338385838, 并 且 V (9) < |F| = Ill. 
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车 zt € Cla,b], a = to < ti <- < tn = b Æ [a,b] BAR, z(t) Æ [a,b] E— 
致 连续 , 故 ve > 0, 存在 6 > 0, 当 max (t — ti-1) < ó 时, |z(t,) — z(tii)| < z. $ 


n 


r! = DO alti) (x = Xt) 


i=1 
则 z' € Bla,b], 并 且 


|z — z” | = sup sup. Iz) — Zz(ti)| < z. 
i=l pem t 


n t-< 


b b n 
zdg — F(x')| = | f xdg 一 > Tt) (F(x) -F oa) 


n ts n 
-> f ,zag = Yao) = olti) 


=1 


n 


< | a(t) — z(ti)| ldg] 


=1 ti-1 
b 
<=v(g) < e lfl 


同时 
<|P(z)— F(z')| + 


F(x’) 一 [= 


<SIIFI lle —z'| +e ifl < 2171e， 


F(z) 一 [ zdg 


e 是 任意 的 , 故 ， 
F(a) = f zdg. 


现在 取 a(t) 是 g(t) 的 右 连 续 修 正 , 即 
0, t= a, 


o(t) = ç g(t+)— (a), a <t< b, l (3.1.8) 


其 中 g(t+) 是 9 在 + 处 的 右 极限 . 显然 a 在 (a, b) 上 右 连 续 , 故 ctb) < Volat). 我们 
证 明 Ya) < V(g), 并 且 


b b 
f zag = Í zda, vz € Cla, b]. 
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实际 上 , g(t) 的 不 连续 点 是 可 数 的 , ve > 0 和 [a,b] 的 分 划 a = to < th < 
<tn==b, 取 si, ti < si<titi(s0 =0, sn = 二 bb), 使 g(t) Æ s; 连续 并 且 


£ 
lg(ti+) ~ g(s:)! < ən 


则 
Y la(ti) ~ o(t-1)| < > (lg(t+) — g(si))| 
i=1 


i=l 
+|g(si) — g(si-1)| + |9(si1) — g(ti-1+))) 
Sanga + olola = oll tna 
< V9) +e. 


< 是 任意 的 , 故 Ya) < V0). 
Ë z e Cla,b), Æ tili =0,1,---,n) F g(t) 的 连续 点 , 则 


Aa(ti) — o(ti—i) = g(ti+) — g(ti_1+) = g(ti) — g(ti_1), 
于 是 由 积分 的 存在 性 知 
b n 
f zda = lim $ =(t)(o(t) — a(ti_1)) 
8 i=l o b 
= lim PONO) — (t-i) = Í dg. 
i=1 a 


最 后 我 们 证 明 o 是 由 g 唯一 决定 的 , 实际 上 若 8 e Vola, b) 也 使 以 上 条 件 成 立 ， 
则 (a) = 0 = a(a), 并 且 Vto € [a,b]. 若 如 为 ab 及 OO HERA, ATTE Vla) 


5 V(8) 的 连续 点 . 取 
1, t € [a,to]， 
z (t) = 4 RYE, te (t + r) ， 
0, te [i+ Bd. 
W rn 人 在 [a,b] 上 连续 , 从 而 
f da= f ay 二 f ap， 
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+4 to 十 去 
于 是 a(to) + f zn(tdo = P(to) + f zn(t)dB, 并 且 


to 
to 


to+ 1 to 十 十 
jedto) — a(to)| < f læn (t) |da] + f lzn(t)| lagi 
to 十 去 to 十 去 
< 4 (a) + 4 (8) — 0, 
从 而 得 到 alto) = B(to). f@ to 这 样 的 点 在 [a, b| 上 是 稠密 的 , a(t), (t) 在 [a, EA 
连续 , 故 知 a(t) = p(t), Yt € (a,b). 取 z(t) = 1 得 到 I 
a(b) =a(b) — a(a) = [sae = f sap 
=P(b) — ñ(a) = B(b). 
(3) 现在 定义 TT: Cla,b]* — Vola, b], Tf =a. 由 (2), 
ITI = Jall < V(e) < V(g) < Ml 
由 (1), IFI < V(e) = llall = ITFI, BP ITAI = Ifl. # T 3p——t8. #l EBJSSEEFI 


+, 所 以 Cla， b]* = Vola, b]. 
Riese 表现 定理 还 可 以 推广 到 更 广泛 的 连续 函数 空间 C(Q) E, 其 中 p 是 某 个 
拓扑 空间 中 的 紧 集 . 这 里 不 准备 叙述 它 . 


现 将 常用 的 几 个 共 轿 空间 列表 如 下 : 
共 固 空间 线性 泛 函 的 一 般 形式 
(@")* = r J(z) = alzl +--+ antn 
(Ip)* = q f(z) = S anzZn 
n=l 
e =n f(z) = > Qnin 
n=l 
cr* =n f(z) = a lim zn + anZn 
n=1 
b 
(LP) = Ia Jo) = Í zaliat 
b 
Cla, b]* = Vola, i] fa) = | adatt) 


ZE 1<p<%œ,p +g! =1. 
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3.2 2 收敛 与 由 收敛 


现在 我 们 引入 一 种 新 的 收敛 概念 . 

定义 3.2.1 i 六 是 线性 赋 范 空间 ，X* 是 X HHFH, ne € X. # 
对 于 每 个 1 e X*, lim f(zn) = f(z), WE zn 弱 序列 收敛 于 z, 记 为 In >s R 
r= u—-— im Tn. 我 们 简称 之 为 zn wW RAF z. 

以 往 所 讲 的 依 范 数 收敛， 有 时 又 称 为 强 收敛, 为 了 明确 , 有 时 记 为 ze > >. 

定理 3.2.1 ”ww 收敛 序列 的 极限 是 唯一 的 . 

证 明 z. € X, za >T, za >y, MUJ Vf e X*, 


jzn) > F), f(za) > F(u). 


于 是 f(z) = f(y), 由 Hahn-Banach 延 拓 定理 知道 z = y. 
定理 3.2.2 # rz, z, W| zr, z. 
证 明 vf e X*, 
|S (En) — F} < IF lEn — zl. 
# llen — z| > 0, I f(zn) — f(z), 882. 
例 3.2.1 收敛 的 序列 不 必 是 强 收 敛 的 . 
B en € PP(p > 1), en = (0,…,0,1,0,…),Vf € (P) = FB, 不 妨 设 f = 
— a 


(mm), 其 中 Plm! < oo, 于 是 n 一 0. 此 时 f(ex) = mh 一 0, 故 en 0. 
n=1 
但 lenl = 1 + 0, Bf en Z° 0. 
定理 3.23 jÜ X 是 线性 赋 范 空间 ， Tn TYny € X, Àn, ÀA E È. 若 In >g, 
Yn >y, àn — À, BI 
En+yn THY, Mrn Az. (3.2.1) 
证 明 ”vf e€ X*, 直接 计算 得 到 
f(Tn + Yn) = f(Tn) + flyn) > f(z)+ f(u) = f(z +g), 
J(Àaza) = Mnf (zn) > Af (x) = f(Az), 


即 是 所 要 的 结论 . 
定理 3.2.4 ”在 有 限 维 空间 中 , 强 收敛 和 弱 收 敛 是 一 致 的 . 
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证 明 “只 须 证 明 任 一 弱 收敛 序列 是 强 收敛 的 , AE RINER SK ek Ep | hka 
标 收敛 的 . 实际 上 , 若 r, O c gn, rO, 由 于 (@n)* = @n, 取 线性 泛 函 
fi(i= 1,.…,n), fi(z) = zi, WJ f, € (@#"n)*, 
=P, fO). 
由 于 f,(zG0)) 一 fit) 即 是 zf) 一 Ok — 00)(i = 1, n), ia 依 举 标 收敛 
F z(0), 由 此 知道 rO 依 范 数 收敛 于 r0. 


虽然 一 般 地 由 羽 收敛 不 能 得 出 强 收敛 , 但 下 面 关系 是 值得 重视 的 . 
定理 3.2.5 Ë z, zo 则 存在 {zn} 中 元 素 的 凸 组 合 构成 的 序列 {ya} ( 即 


kn kn 
s 
Yn = Y fniTni, Tn; 2 0, Y fni = 1), Yn ` To. 


证 明 考虑 集合 E = cofzn), 只 须 证 明 zo € E. 

若 不 然 , 由 凸 集 的 隔离 定理 , 对 于 紧 集 (zo) 和 闭 凸 集 E, 存在 了 e X* 和 rra, 
rı < ra 使 得 | 
Ref(zo) < rı < r2 < Ref(y), Yy € E. 


特别 地 ， 取 y = Tn, 则 
Ref(zo) < rı < r2 < Ref (£n), n 2 1. 


这 与 In > To 矛盾 . . 
为 了 进一步 考察 弱 收 敛 和 强 收敛 的 关系 , RIINA RRKAAT. 
定理 3.2.6 ”对 于 每 个 ze X, 在 X* 上 定义 泛 函 I, 


z**(f)= f(z), vf e X*, (3.2.2) 


MW z** € X** 并 且 |z**| = lell. 
证 明 HEX, Yfi, fo E€ X*, a, pE $, 


z**(afi + Bfo2) = (afi + Bfa)(z) 
=a (z) + Bfa(z) = ar” (f1) + 8z**(f2), 
故 z” ERER. 由 于 
lz**(f)| = |f(z)| < lell A, 
所 以 ||z** || < lizel]. 
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# z # 0, 由 Hahn-Banach 延 拓 定理 , FE f e X°*, |f| = 1 并且 f(z) = |ie 
从 而 
jz > |z**(f)| = f(e) = liell. 


故 ||z** || = ||=z||. 34 z = 0 F, 8 z** = 0. 
定义 3.2.2 ” 称 算 子 J:X — X** Jr = Tt 


s (f) = f), VfexX:* 


是 从 关 到 X* j 8 RIK AIT. 
定理 3.2.7 ”自然 嵌入 算 子 是 从 X 到 X” 的 子 空间 上 的 等 距 同 构 . 
证 明 Æ Jr, = z1*,Jz> = z*, W 


si (f)= f(D), #(f)= f(z2), Vfex*. 


由 定义 知道 
(azi* + Bz3*)(f) = az1* (f) + Bz2" (f) 
=oaf(zi) + Bf(zo) 
= f(ezi + Bzo), 
即 


J(azı + Bz2) = az 和 + Bz2* = aJzi + Jaz, 


J 是 线性 的 .由 定理 3.2.6 知道 Jz = lel = lel. É Y = {Jz : z € XY, m 
Y cX” 是 线性 子 空间 . J 是 从 X 到 Y 上 的 等 距 同 构 . 

将 等 距 同 构 的 空间 看 作 同 一 空间 , W| X 是 X* 的 线性 子 空间 , X c X**. 容易 
知道 , 当 X 是 Banach 空间 时 , X 是 X** 的 闭 线性 子 空间 . 若 X 不 是 完备 的 , 考虑 
X** 的 闭 子 空间 J(X), 一 方面 J(X) 是 Banach 空间 , 另 一 方面 X (Bl J(X)) 在 I 
中 稠密 , 故 J(X) 是 X 的 完备 化 空间 . 这 样 , 借助 于 二 次 共 罗 空 间 我 们 得 到 了 线性 
赋 范 空间 的 一 种 完备 化 方法 . 

定义 3.2.3 E X 是 线性 赋 范 空间 , X" 是 X HHZ. KEE E c X E 
u 有 界 集 , 若 Vf e X*, 存在 My > 0, 


|f(z)| < Mf, Vz € E. 


定理 3.2.8 KE Ec X BE u 有 界 集 当 且 仅 当 EE 是 ( 范 数 ) 有 界 集 . 
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证 明 E #, 即 存在 M > 0, lz < M,Vz € E. 此 时 Vf e X*, 
feo) < IfI Nal < MISI =M, Vze E, 


所 以 E u AR. 
反之 , # Eu 有 界 , 了 是 自然 谍 入 算 子 , 则 J(E) 是 KTR. Vf e X*, 


(PI = If) < Ms, Vz** € J(E), 


这 说 明 J(E) 在 X* 上 点 点 有 界 ， 根 据 共鸣 定理 (注意 X* 是 Banach 空间 ), 存在 
M > 0,||z**|| < M,vz** € J(E). Œ ||J=|| = llz**|| = iel, ëk izi < M, Yz € E. E 
EARR. 

定理 3.2.9 >, >r 当 且 仅 当 

(1) {leal} 有 界 ; 

(2) IG c X*, spanG 在 X* 中 稠密 并 且 vf e G, 


f(zn) 一 f (a). 


证 明 Æ anr, 显然 {zn} 是 w ARR. 由 定理 3.2.8, {enl} 有 界 , 后 半 部 
分 结论 自然 成 立 , 必要 性 得 证 . 

EZ, 设 lzer] < Mn > 1), 不 妨 也 设 ||z|| < M. 当 f(zn) 一 f(z) 对 于 G 
的 所 有 f 成 立时 , 由 于 极限 运算 的 线性 , 对 于 spanG 中 的 每 个 f 仍然 成 立 . 现在 
Vf € X* #l = > 0, $ f’ € spanG, ||f — f'|| < =, F f”, FXE no, 4 n > no Bf, 


|S (En) — f'(e)] < e, 


从 而 : 
|f (En) — F(E) < IF (En) — f'(zn)| + |F (En) — f'(2)| 
+|f'(z) ~ f(a)| 
SIS- f'll lenll +£ + || — fll lel 
<eM+e+eM = (2M +1)e. 
故 z, >a. 


例 3.2.2 IP(1 < p < oo) 中 的 序列 zm = (zf)uw 收 敛 于 z= (z(9)) 的 充 要 
条 件 是 {llz(o|l。} 有 界 , 并 且 Wi = 1,2, zf > s(n > oo). 
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实际 上 ， 由 (Ip)* = a, É fi = (0, -:), G= {fi: izl}, 则 fiet, 并 


ENFES i, 
f(r) = (n=1,2,.…), 


F(z) = z9. 


最 后 , spanG 在 19 中 是 稠密 的 , 对 照 定 理 3.2.9 即 得 出 所 要 的 结论 . 
例 3.2.3 Drla,b| < p < oo) 中 的 序列 z, 弱 收 和 敛 于 zo 的 充 要 条 件 是 
sup llzn ll, < oo, 并 且 Vto € [a, b], 


to to 
lim J zn(t)dt = f zo(t)dt. (3.2.3) 


Ék G = {xed : t € [a,b]}, RP xja 是 区 间 [a, t] 的 特征 函数 . BR x[a,] € 
Ze, 中 并 且 由 Lebsegue 积分 理论 , spanG 在 Lla, b] FAR. 现在 记 与 Xiato] 相应 
的 泛 函 为 f. 则 


b to 

faz) = Í xroldat = Ü `zo()at, 
b to 

fio (za) = / Xlato] Tn(t)dt = f zn(t)dt. 


对 照 定理 3.2.9 即 得 出 所 要 的 结论 . 
例 3.2.4 Cla, 引 中 的 序列 z, SKAF zo 的 充 要 条 件 是 sup 上 znl| < oo, 并 且 


vt € [a,b], zn(t) > zo(t). 

实际 上 , vt € [a,b], 定义 filz) = x(t), M f, 是 Cla, b) EWRHEZK, 并 且 
(FE) = |=(t)| < lzll, # fell < 1, fe € Cla, b)“. 

# =, > zo, 必 有 sup liznll < oo, 并 fel(zn) 一 f,(zo), 即 zn(t) 一 zo(t). 


反之 , 对 于 每 个 f € Cla,b]*, 存在 alt) € Vola, b), 使 得 
b 
f(z) = f z(t)da(t), yz € Cla, b]. 


若 定理 中 所 说 的 条 件 成 立 , 即 len| < M, 并 且 z,,(t) 一 zo(t), Vt € [a,b]. 由 Stieltjes- 
Lebesgue 控制 收敛 定理 得 到 


im f z. (t)do (t) = f zo(t)do (t), 
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即 lim f(zn) = f(zo). 了 是 任意 的 , 故 z, > zo. 

引 理 3.2.1 i$ X 是 线性 赋 范 空间 , 则 下 列 条 件 等 价 ， 

(1) X 可 分 . 

(2) X 的 闭 (RIF) 单位 球 S(X) 可 分 . 

(3) X 的 单位 球面 S,(X) 可 分 . 

证 明 (0 > (2). 若 可 数 集 4 在 X 中 稠密 , 则 An S(X) 是 S(X) 中 的 可 数 笛 
密集 . 

(2) = (3). # 4 是 S(X) 中 的 可 数 稠密 集 , Vz c A,z Z 0, $r = jz 两 则 

= {z':z€ A) E S,(X) 中 的 可 数 稠密 集 . 实际 上 , vz E S,(X), # zn — z|| — 0, 

MJ ljeni] — zl = 1, 故 
Tn T 
læn Hz,l 


+ : a| 
ilzen ll 


-|= o. 


Tn 
— — z|| < 
llen | b 


1 1 
< —— |Izx — T+ Izl —— 
jeni "+ lal Th 


(3) > (1). 设 zu ra, … 是 S,(X) 中 的 可 数 稠密 集 , 记 B = {rzn :re Q, n> 
1}, 其 中 Q 是 有 理 数 全 体 . MJ B 是 X 中 的 可 数 稠密 集 ， Vz c X,r Z 0, Mj z = 
Iz] E S,(X), 4 £n € S,(X), zn > z' BF. Rra — ||zl|, 则 rnzn € B, Tnn — z. 
H B EX PAE. 

定理 3.2.10 # X* 是 可 分 的 , X 必 是 可 分 的 . 

证 明 MER S,(X*) 是 X" 的 单位 球面 , fi. 有 2,… 是 S,(X*) 中 的 可 数 稠 密 
FR. 由 于 fall = np， If. (z)| = 1, 可 取 zn € X, |lzs|| = 工 使 得 


len -zl = 


1 
| 六 (za)j| > >; n= 1,2,..…. 


W E = span{znj, 我 们 断定 亡 =X, 从 而 x 是 可 分 的 . 
若 不 然 , 有 zo € X\E, 则 d(zo, E) > 0, 根据 Hahn-Banach 定理 , 存在 f 8 X*, 
IFI = 1, f(zo) = d(zo, E) 并且 f(z) =0,vz € E. FÆ f € Sp(X"*). 但 


lfa- fl > |x) = len) = falen > 3 n> 


这 与 {fn} 在 S,(X*) 中 稠密 矛盾 . 
例 3.2.5 EM 3.2.10 HATRA. 
我 们 已 经 知道 (0)* = 1”, I! 是 可 分 的 , 但 /~ 不 是 可 分 的 . 
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定义 3.2.4 ”线性 赋 范 空间 X 中 的 子 集 A 称 为 是 弱 序 列 闭 集 , Æ Vz, c A, 
En => zo 时 , zo € A. 称 4 是 弱 序列 紧 集 , 若 4 中 任 一 无 穷 序列 有 子 序列 弱 收 敛 于 
A 中 元 . 空间 X 称 为 是 弱 序 列 完备 的 , 若 X 中 的 每 个 给 Cauchy 序列 ( 即 vf e X*, 
f(zn) 是 Cauchy 数列 ) 都 是 弱 收 敛 序列 . 

定理 3.2.11 E X 是 线性 赋 范 空间 , ACX Jeru E, MU 4 是 ( 强 ) 闭 集 当 且 仅 
当 4 是 弱 序 列 闭 集 . 特别 地 , X 的 线性 子 空间 是 闭 的 当 且 仅 当 它 是 弱 序 列 闭 的 . 

证 明 it 4 是 弱 序列 闭 的 . 此 时 vz, € A, zn > zo 自然 有 n> zo. 由 能 序 
列 闭 性 zo € A, 故 4 HI. 

反之 , 若 4 BJ, z, € A, zn 2 zo € X. 由 定理 3.2.5, 存在 {zn} 的 凸 组 合 的 序列 
{Yn}, yn — zo. E A EDSR, ILA yn € A. A W, PLA zo € A. (za) 是 4 中 任 一 
弱 收 敛 序列 , 所 以 4 弱 序 列 闭 . 

定理 3.2.12 ”线性 赋 范 空间 中 的 每 个 弱 序 列 紧 集 是 弱 序 列 闭 的 . 

证 明 i 4 是 弱 序 列 紧 的 , z, € A, zn > zo. 则 存在 子 列 zw >h € A. 由 弱 
序列 极限 的 唯一 性 zo = z: € A. 

定理 3.213 i X 是 线性 赋 范 空间 , E c X ERFIR, ro c X\E, 则 存 
在 yo € E E 

izo 一 加 | = inf ||zo — | = d(xo, E), 


即 yo 是 zo AF E WREE. 
证 明 取 Yn € ,使 得 jzo — ynl| — d(zo, E). 由 于 已 是 弱 序 列 紧 的 ， 从 而 有 
FA yn — yo € E. 现在 一 方面 


llzo — yoll > d(zo, E). 


另 一 方面 由 于 Vf € X*, flun) 一 f(yo), 特别 地 取 fo e X*, 使 得 | | = 1, fo(zo 一 
yo) = ||zo 一 yoll, 则 
||zo — yoll = fo(zo — yo) = nlim, Jo(zo — Yn) 
< lim lfoll eo ~ vml = dz0 B). 
于 是 ||zo — yo|| = d(zo, E). 


线性 赋 范 空间 上 的 实 汉 函 v: X — R( 不 必 线 性 ) 称 为 是 弱 (序列 ) 下 半 连 续 的 
若 对 于 任何 zn zy(z) S lim ç(z). 
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EH 3.2.14 H E 是 线性 赋 范 空间 中 的 弱 紧 集 , p : E 一 R 是 弱 下 半 连 续 实 
ZA, 则 yp 在 EE 上 可 达到 极 小 值 , 即 3zo e E, 使 得 


p(z0) = inf p(x). (3.2.4) 


证 明 ”首先 证 明 y # E EEA FRR. 若 不 然 , Vn > 1, Ien € E, e(z+) < —. 
ERK, 不 妨 设 rwe 55 zo € E. 由 ç 的 弱 下 半 连 续 性 , p(z0) < lim glen) = 一 oo 
这 与 w 的 定义 矛盾 | | 

其 次 , 取 zh € E, 使 得 p(z%) > inf ola), 则 有 于 序列 z, Sao € E. 由 下 半 连 
续 性 得 


, < : , 二 i . 
e(zo) < m. P(En,) = inf p(z) 


另 一 方面 , 显然 p(z6) > inf ple), 最 后 等 号 成 立 . 

定义 3.25 X 是 线性 赋 范 空间 , X 是 X WRAZ, f. f c X". 车 
Vz € X, f, (z) > f(z), WPK f, u" 序列 收敛 于 f EH fa f, R f= w" — lim fa. 
简称 为 f. uW ak f. 

定理 3.2.15 。”w* 收 敛 序 列 的 极限 是 唯一 的 . 

证 明 f.” f f. f f, WEE EX, f(z) Z f'(z). FE fale) 一 
f(z), f. (z) 一 f' (a), 这 是 不 可 能 的 . 

定理 3.2.16 Bfn fe X", f, f, W f, f. 

证 明 # f, f, WD Vze e X**, z**(f,) > z**(f). fE X c X**, Vz € X, # 
Jz = z**, W 

fa (z) = z**(f,) — z**(f) = f(7). 

故 f,” f. 

例 3.2.6 w KATI w PRE RFA. 

Ek en € ll, en = Cpap) 由 于 à = 1, Vz = (z1, £2,- -)E co, er (z) = 
zn 一 0, 故 en S0. 

另 一 方面 , (0* = I°, R r = (1,1,…) € I°, NJ z2*(e,) = 1⁄5 0. #& en 75 0. 

定理 3.2.17 i X 是 Banach 空间 , X* 是 X WIZE, fa f e X*, WJ 
f. 5 f % H AR 38 


(1) sup ||f,,|] < co; 
n21 
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(2) 3 E C X, span fE X HIE, 使 得 Vz € E, 
f. (z) > f(z). 


证 明 与 定理 3.2.9 类 似 , 此 处 略 . 

定理 3.2.18 H X ETORREN, M X* 中 的 任 一 有 界 序列 {fn} 存在 
子 序列 {fa}, fas D f e X*. 特别 地 , 共 思 空间 X" 的 闭 单位 球 是 w* 序列 紧 的 . 

证 明 |fe < M, {ra} Æ X PAE. 由 |f.(zi)| < M jz 取 子 序列 
fu G 2 1) 使 数列 fule k. 又 由 |fu (z2)]| < M hjel, 取 fu 的 子 序列 fali 2 1) 
使 Jaler. 

依次 做 下 去 , 一 般 地 有 frili > 1), 使 得 fki(zx) 收 钱 (i — oo). 

取 对 角 线 上 的 一 列 函数 falk > 1), 则 fix 在 每 一 点 nA. 我 们 证 明 实 际 上 
fx 在 每 一 点 z c XE Sk. 

由 于 (z) Æ X 中 稠密 , Vz e X #l £ > 0, 存在 z, 使 得 lz — zil < z. 以 下 简 记 
kk H k, rr 38 r, 此 时 


|fs(z) — f-(z)| < fela) — fela) + lelei) — flea) 
+|f-(zi) — a)l 
<Illlz— zl + fC) — Fea) 
+f |z; — zl. 
取 no 足够 大 ,使 当 kr > no B, |fx(zi) — f(a) < e, WI 


|fx(z) — f-(z)| < #zM +£ + M = (2M + 1)e. 


于 是 fs Æ X bibihira. 
现在 设 f(z) = lim f(z), 则 f 是 线性 的 并 且 


Jejls lim |fx(z)] < M ||z||, Vz € X, 


# f e X*. 由 f 的 定义 即 知 f, f. 证 毕 . 

由 上 述 内 容 可 以 看 出 , 弱 收 伍 的 概念 与 强 收 倒 既 有 联系 又 有 区 别 . 记 住 它们 的 
联系 与 区 别 在 理论 上 和 应 用 上 是 非常 重要 的 . 当 把 它们 应 用 于 不 同 的 研究 对 象 时 ， 
又 会 引出 各 种 相同 或 不 同 的 方法 与 结果 . 例如 , 应 用 于 向 量 值 函数 / : Q — X W, 
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将 会 得 到 强 连 续 与 弱 连 续 、 强 可 导 与 弱 可 导 、 强 解析 与 弱 解 析 、 强 可 积 与 弱 可 积 等 
概念 . 当然 在 很 多 情况 下 它们 是 不 同 的 . 不 过 , 下 面 我 们 将 要 讨论 的 定义 在 复 平面 
C 的 开 集 中 的 向 量 值 函数 的 两 种 解析 性 却 是 等 价 的 . 

设 X 是 复 的 线性 赋 范 空间 ，1 是 复 平面 中 的 开 集 , u: Q 一 X 是 一 函数 . FF u 
在 R 中 解析 , 若 Vzo € RN, Ira > 0, an € X 使 得 级 数 


co 
u(z) = Ya, (z — z0)”, |z-— zol < Tz 


n=0 


以 中 的 范 数 收敛 . Sr u 在 2 中 是 弱 解 析 的 , 若 上 述 级 数 弱 收敛, BI vr" 8 X*， 


z*u(z) = 5 z* (an)(z — zo)”, — |z -— zol < Tz 
n=0 
收敛, 
由 强 解析 性 容易 得 到 弱 解 析 性 . 下 面 定 理 保 证 了 相反 的 关系 也 成 立 . 
定理 3.2.19 iË X 是 Banach 空间 , # (形式 ) FAM 


> an(z — z0)" (3.2.5) 
n=0 


在 |z 一 zol < r PRHKA, 则 此 级 数 在 |z — zo| < r 中 以 范 数 收敛 . 
证 明 固定 z, |z zol <r, 取 zi 使 得 |z — zol < |z1 一 zo| < r. BARRE z2 
的 弱 收 和 敛 性 , Vz" € X*, 
,lim n T*(an) (z1 — zo) = 0, 


故 {an (21 一 zo)": n > 0} 弱 有 界 从 而 范 数 有 界 . 不 妨 设 ||a,|| |z 一 zol” < M. 于 是 
> Ionlle-ap =$ lenll -ar c a)" 
n=0 
< |z — zol 
su> (É =D <% 


n=0 


X 完备 , 故 (3.2.5) 以 范 数 收 敛 . 证 毕 . 


3.3 ” 共 纯 算 子 与 紧 算 子 


类 似 于 线性 赋 范 空间 有 共 轿 空间 ， 有 界线 性 算 子 则 有 共 轿 算 子 . 让 我 们 先 给 出 
定义 . 
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定义 3.3.1 É XY 是 线性 赋 范 空间 , X*,Y* 分 别 是 X 与 Y HRZ N, 
T € B(X,Y). 若 线性 算 子 2 : Y* 一 X* 满足 


(T*y*)(z) = y* (T'z), Vz € X,y* € Y*, 


则 称 7* E: T HRAT. 
有 时 我 们 记 f(z) = (z, f), 则 上 式 可 以 写成 


(Tz, y*) = (z, Ty”). (3.3.1) 


仅仅 从 定义 上 来 看 , T" 的 存在 性 似乎 是 很 值得 怀疑 的 . 但 下 面 定理 告诉 我 们 T 不 
仅 存 在 而 且 它 的 出 现 是 很 自然 的 . 

定理 3.3.1 HX, Y 是 线性 赋 范 空间 , T e B(X,Y), Mi 

(1) T* 存在 并 且 唯 一 ， 

(= 

(3) 映射 c(7) = T" 是 线性 的 并 且 是 从 B(X,Y) 到 B(Y*, X*) 的 子 空间 上 的 等 
距 同 构 . 

证 明 (1) vy* € Y*, 记 Lz) = (Tz, y"), 容易 知道 I Æ X 上 的 线性 泛 函 并 且 


Iæ) = (Tz, < lyi Tel < lyra, vz e X, 


所 以 
a < ll” TN (3.3.2) 


这 说 明 !e X*. 显然 1 与 y* AR, WA Ty, WT 是 Y* 一 X* 的 算 子 . 由 定义 
知道 
(z,Ty) = (x)= (Tz,y*), VreX, y € Y*. 


直接 验证 可 知 T* 是 线性 算 子 . 由 定义 , T* 是 T 的 共 轿 算 子 . 
# Tr CE T BJ3t$0 T, M| Vz e X, y" € Y*, 


(z, T*y*) = (Tz, y*) = (z, Try”). 


H z 的 任意 性 知道 T*y* = Tiy", H y BEREA T* = Tr. 
(2) 由 (3.3.2), Vy* € Y*, 


Ty] = Hl ha T, 


故 IIT*I < ITI. 
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另 一 方面 由 定义 中 的 等 式 ， 
ITI = sup 7zl = sup sup |(Tz,y*)|= sup sup |(z,T*y*)| 
llallg1 ss lzl<lly"is: 


< sup sup ||z||T*y*]| < sup IT*y*]] = T°]. 
lzlsily ls l| <1 


AZ, IT* = IT. 
(3) 由 (2) 已 经 知道 lc(Z)1 = IT = ITI, 剩 下 只 需 证 明 o 是 线性 映射 , 实际 
上 若 o (Ti) = Tř, o (T>) 一 12, 则 Vz € X, y* € Y*, a, ß E€ $, 


((aTı + BT2)z, y*) = (aTiz, y*) + (BT27, y*) 
=a(Tız,y*) + B(Tyz, y*) 
=a(z,Tru*) + B(z, Tžy*) 
=(x, (aT? + PT3 )y*). 
由 定义 (aT, + BT2)* = aT? + PT; 或 
o (aT, + BT) = oc(T,) + Bo (To). 


例 3.3.1 设 T: @n — gm 是 有 界线 性 算 子 , e1,…,en 是 $" 的 一 组 基 . < 
Yk = span{fel……,ek_iekf ;en}, 则 于 是 闭 子 空间 , ekE Ye. 由 Hahn-Banach 
延 拓 定 理 , 存在 et € (@"n)*,et(ek) = d(ek, Yx) # 0. 必要 时 乘 上 一 个 不 为 0 的 常数 ， 
可 设 et(ek) = 1, 对 于 其 余 的 ei,ex(ei) = 0, 即 ef,… ,et 满足 
1, k=: 


ek(ei) = bui = | 
0, ki. 


PK ed es 是 el,…,en 的 对 偶 基 ， 
类 似 地 , E pi, Hm 是 $r 的 一 组 基 ， 则 存在 /好 As € (有 "六 是 后 Hpm 


的 对 偶 基 . 
现在 设 了 在 基底 el,… ,en 与 Jj1,… ,pm 之 下 相应 的 矩阵 为 (aix), 即 


Te; = Van (一 1 7). 
k=1 
E T: (@m)* — (@"n)* 是 T HRRAT, 与 T* 对 应 的 矩阵 是 (06), 即 


n 
Tu =} brek (j= 1,: m), 
k=1 


3.3 #WATSIRRTF -119. 
则 根据 共 轿 算 子 的 定义 , 应 有 
(ei, T* u3) = (Teu) (<i<n,1<j <m). 


实际 计算 可 知 


n 
(ei T* u3) = [e baa: = bj 
k=1 
m 
(Tei, už) = Pu = lij. 
k=1 


所 以 b; = aij. 

这 说 明 (bi) 是 (ai;) 的 转 置 矩阵 . 换 句 话说 , 从 有 限 维 空间 到 有 限 维 空间 的 线 
EAT, 其 共 轿 算 子 相应 的 矩阵 是 原 算 子 相 应 矩阵 的 转 置 矩 阵 . 这 和 线性 代数 中 的 
结论 是 一 样 的 . 

定理 3.3.2 (1) # X,Y,Z 是 线性 赋 范 空间 , Ac B(Y,Z), B € B(X,Y), Wi 
(ABY = B*A*. 

(2) 设 Ix 与 Ix 分 别 是 X 与 X" 中 的 单位 算 子 , WJ (Ix)* = Ix. 

证 明 (1) 容易 知道 , AB € B(X,Z), 故 (4B)* 存在 . X Vz e X,z* € Z*, 


(z, (AB)*z*) = (ABz, z*) = (Bz, A*z*) = (z, B* A*z*), 


所 以 (AB)* = B* A*. 
(2) Vz € X,z* € X*, 


(z, (Ix)*z*) = (Ixz,z*) = (z,z*) = (z, Ix-z*), 


故 (Ix)* = Ix». 

若 T*:Y* — X* E T : X — Y WHEAT, w T™ : X** — Y** E. T* 的 共 
HAT. 

ER 3.3.3 X,Y 是 线性 赋 范 空间 , A€ B(X,Y), 则 ||4”|| = IIA]. 4 是 
A 的 保持 范 数 不 变 的 线性 延 拓 . 


证 明 ”由 定理 3.3.1 知道 ||A**|| = || A*|| = IAI. 
比较 A: 外 一 了 与 A": X* — Y**, H X c X** 知道 D(A) c D(A**). 对 于 
r€ X, PH rÆ r**(= Jz) € X** 3 ytc Y*, W 


(y*, A**z) = (y*, A**>**) = (A*y*,z**) 


=(A*y*,z) = (y*, Az). 
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y 是 任意 的 , 故 A*r = Az. 于 是 A” 是 4 的 保 范 延 拓 . 

下 面 让 我 们 考虑 一 类 重要 的 算 子 一 一 RAT, 它 在 积分 方程 理论 及 数学 物理 
中 具有 广泛 的 应 用 . 

定义 3.3.2 É X,Y 是 线性 赋 范 空间 , T: X — Y 是 线性 算 子 . 

(1) 称 了 是 紧 的 , ETH X 中 的 每 个 有 界 集 映 射 为 Y 中 的 相对 紧 集 . 

(2) 称 工 是 有 限 秩 算 子 , 若 dim T(X) < co. 

BR, T ERATES T 把 单位 球 映射 为 Y 中 的 相对 紧 集 . 

命题 3.3.1 (1) 紧 算 子 是 有 界 算 子 . 

(2) 有 界 的 有 限 秩 算 子 是 紧 的 . 

(3) 任何 从 有 限 维 空间 到 有 限 维 空间 的 线性 算 子 是 紧 的 . 


(4) 设 X, Y, Z 是 线性 赋 范 空间 , A € B(Y,Z),B € B(X,Y). 车 A,B 中 有 一 个 


EBH, W| AB 是 紧 算 子 . 

证 明 相对 紧 集 是 有 界 集 , 故 得 (1). 对 于 X 中 的 任 一 有 界 集 E, T(E) 是 有 
FR, 当 T(E) 是 有 限 维 空间 的 子 集 时 , T(E) 相对 紧 , 故 (2) 成 立 . (3) 是 明显 的 . 

W 5S(X) E: X 的 单位 球 . 若 4 是 紧 的 , 首先 B(S(X)) E: Y 中 的 有 界 集 , 然后 
AB(S(X)) 是 Z 中 的 相对 紧 集 , 于 是 AB ERK. 若 B ERAT, 首先 B(S(X)) 是 
Y 中 的 相对 紧 集 , 由 于 4 连续 , 4 将 B(S(X)) 中 的 收敛 序列 映射 为 4B(S(X)) 中 
的 收敛 序列 , 故 AB 是 紧 的 . 于 是 (4) 成 立 . 

AXIY 中 的 紧 算 子 全 体 记 为 C(X,Y). 

定理 3.3.4 (1) C(X,Y) 是 B(X,Y) 的 线性 子 空间 . 

(2) Æ Y 是 Banach 空间 , W C( X, Y) 是 B(X, Y) 的 闭 子 空间 , 从 而 也 是 Banach 
空间 . 

证 明 (1) 设 S(X) 是 XX 的 单位 球 , TI (S(X)) Jë Y 中 的 相对 紧 集 , 对 于 其 中 任 
一 无 穷 序 列 Tzn(zn € S(X)), 有 于 序列 Tzxn >y € Y. X T;(S(X)) E Y 中 的 
相对 紧 集 , 对 于 T(z.,), 有 子 序列 T>yz,., > yz EY 了 ,从 而 (Ti + T>)z,,,, > Y1 +yz 
故 (Ti + T;)(S(X)) 是 相对 紧 的 , Ti +T € C(X, Y). 

至 于 am € C(X, Y) 可 类 似 证 之 ， 

(2) 设 |, — T|, 一 0, Tn € C(X,Y), ŒE T € C(X,Y). 首先 此 时 B(X,Y) 
是 完备 的 , ik T e B(X,Y). 其 次 Ve > 0, 取 no, 使 得 nm > no 时 , ||T, — T'|| < €. 
T,(S(X)) 是 相对 紧 集 , 从 而 是 完全 有 界 集 . 设 yeye 是 T/(S(X)) 的 < 网 , 则 有 
Tit’ Tk E€ S(X), yi = Tazi =1 8). 我 们 证 明 Tz Tr. 是 T(S(X)) 的 
3e 网 . c 是 任意 的 , 从 而 T(S(X)) 是 完全 有 界 集 . 
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KRE, Vz € S(X), 取 y: 使 得 


[Tz — yill = |The — Tnzil| < e. 
则 
Te: — Tzll <|Tz; — T,,z,|| + Tnzi — T,,z|| + |The — Tall 
<|T — Tall læ: + £ + ITa — T| æl] < 3e. 

Y 是 完备 的 , T(S(X)) 是 相对 紧 集 , BIT e C(X,Y). C(X, Y) 是 闭 子 空间 . 

由 于 B(X,Y) 是 Banach 空间 , 所 以 C(X,Y) 是 Banach 空间 . 

定理 3.3.5 É X,Y 是 线性 赋 范 空间 , ## T e C(X,Y), W| T* e C(Y*, X°). 

证 明 设 S(X) 是 XX 的 单位 球 , S(V*) 是 Y* 的 单位 球 ， T ERAT, 我 们 要 证 
BH T*(S(Y*)) 是 X" 中 的 相对 紧 集 . 由 于 X* 是 Banach 空间 , REWE T*S") 
是 完全 有 界 集 . | 


ve > 0, T(S(X)) 完全 有 界 , WEE 11, ;zn € S(X), yi = Tz; (i = 1,.…,n) 
是 T(S(X)) 的 e W, BI Vz e S(X), 3e; 使 得 I 


Tz — yrl] = Tz — Tak|| < €. (3.3.3) 
Wo: Y* — #",c(u*) = (y* (y) -Y7 (Yn) (Vy E Y*). W o 是 有 界 的 有 限 


秩 算 子 , 从 而 是 紧 算 子 , o (S(Y*)) 完全 有 界 . 不 妨 设 o(ul) ,a(y%) 是 o (S(Y*)) 
的 e 网 , 其 中 人 e S(Y*), j==1,…,m. 于 是 Vy* € S(Y*), FE y; 使 得 


lle (u) — e(a; ll = p ly" (uk) 一 vw) <E, 


特别 地 
|") - (0 )| <£ (k=1,:..,n). (3.3.4) 
FÆ“ y* € S(Y*) 时 , 由 (3.3.3), (3-3.4), 
ju“ (Tz) 一 党 Go < jy (Tz) — y" (yn) 
+ |u" (k) — yr (ye)| + [uz (uz) — yz (T'z)| 


<S ||Tz — vk|| +£ + llyr — T'z|| < 3e, 
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从 而 
IIT*y* 一 = sup ||(T*y* ~ T*y, a)l 
lzllsi 


= sup ||(y* — zz, T'z)|| < 3e < 4e. 
llzllsl 


T*(S(Y*)) 是 完全 有 界 集 , T ERAT. 
定理 3.3.6 ” 设 工 :天 一 了 是 紧 算 子 , 则 Vz, € X,z, >r 时 , TEn > Tx. 
证 明 ”为 简单 起 见 , 设 有 zn 0 但 Tz 不 ( 依 范 数 ) 收 剑 于 0. 此 时 存在 so > 0 
和子 序 列 z... TEn] > eo. 但 序列 {zn} ER, {2m} 也 有 界 , 从 而 {Tin} 是 相 
对 紧 集 . 不 妨 设 其 子 序列 Tiny 一 yo EY. 由 于 zn 30, VW* € Y*, 


y* (yo) = im yY (Tiny) = Jim (Eny ,T*y*) =0, 


所 以 yo = 0. 这 说 明 Tzn — 0, 与 Tzxn,|| 2 eo FJA. 

在 积分 方程 理论 中 遇 到 的 很 多 算 子 是 紧 算 子 . 它们 是 泛 函 分 析 早 期 研究 的 算 子 
类 型 之 一 . 

例 3.3.2 ”考察 第 一 型 Fredholm 积分 算 子 工 : Cla, b} > Cla, b), 


b 
(Tz)(s) = f K(s,t)z(t)dt, Yz € Cla, b], 


其 中 K(s,t) 是 a <t, s < 5b 上 的 连续 函数 . 
在 2.1 节 已 经 知道 , T 是 有 界线 性 算 子 , MEER T ERAF. 实际 上 , Vz e 
Cla, b|, |z]! < 1, 则 


© |(T'z)(si) ~ (T'z)(s2)| = | f | [K(s1,t) — K(s2,t)]z(t)dt 
| < f ' IK (81,1) — K(ex D le(Dlat 
< f “|K(s1,t) — K(s2,t)ldt. 
K(s,t) 是 连续 函数 , 于 是 Ve > 0,36 > 0, 当 |s1 — s2| < ó Bf, 
IK(s1,t) = K(sx,)| < — 


此 时 
I(Tz)(8i) — (T'z)(82)] < €. 
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这 说 明 工 将 Cla, b] 的 单位 球 映 射 为 等 度 连续 的 函数 族 : 由 1.4 节 空 间 OR) 中 集合 
相对 紧 的 Arzela-Ascoli 定理 知道 后 者 是 相对 紧 集 . 所 以 了 是 紧 算 子 . 
例 3.3.3 3 K(s,t) Bj a < t,s < 5 上 的 连续 函数 ,0 < o < 1, 考虑 算 子 


(Tz)(s) = J Kls etatas Vz € Cla, b]. (3.3.5) 


我 们 证 明 了 HERAT. 注意 这 里 核 函数 在 上 = s 时 有 可 能 具有 奇异 性 . 
为 此 考虑 函数 


1 
K(s, t), js 7 t| > n 
Kn(s,t)= $ n|s—t8K(s,), 0 <|s-—t|< L, 
0, s=t 
和 算 子 
Kn( z(t) 
(T,æ)(8) = [= Kals tet) it, vz € Cla,b), 


其 中 <6<1 容易 验证 让 nls, ee 由 例 3.3.2 知 T, 
是 紧 算 子 . 但 由 


* |K,,(s,t) — K(s,t)| IK(s,)| 
f 证 dt <Í ——dt 


|s 一 jsx} |8 — t| 


<c f A 一 0 (n 一 œ) 
flelsal lOl 


AÉ IT - T,,|| 一 0, 定理 3.3.4(2) 保证 了 T ERAT. 
例 3.3.4 设 有 无 穷 矩 阵 (aj), 满足 Dr jai;l? < oo. 定义 算 子 T: P= 12， 


i=1 j=1 
4 z = (£n), Tz = y = (yn) 时 
Yi = Y az; (i =1,2,---). 
j=1 


T WAR EH Holder 不 等 式 得 出 , 容易 估计 出 


IITI < > las] J 


i=l j=1 
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现在 设 Tn: P — P 是 这 样 的 算 子 , 其 n 阶 主 于 阵 与 上 述 矩 阵 的 n 阶 主子 阵 一 
H, 其 余 位 置 上 的 元 素 都 为 0, WJ T, 是 有 界 的 有 限 秩 算 子 , 从 而 是 紧 算 子 . 又 由 于 


oo oo n n š 
-nls ($ Èr- EF) >0 (n> o), 


i=1 j=1 i=1 j=1 


所 以 了 也 是 紧 算 子 . 

有 限 秩 算 子 是 最 简单 的 一 类 算 子 , 一 个 算 子 如 果 能 够 作为 有 限 秩 算 子 的 极限 , 对 
于 它 的 研究 将 是 方便 的 . 可 异 并 非 每 个 紧 算 子 都 可 以 看 成 这 样 的 极限 . 在 2.3 节 的 
末尾 我 们 曾经 介绍 过 具有 Schauder 基 的 Banach 空间 的 一 些 性 质 . 这 里 我 们 证 明 一 
个 具有 Schauder 基 的 Banach 空间 上 的 紧 算 子 是 有 限 秩 算 子 的 极限 . 

定理 3.3.7 Ü X 是 具有 Schauder 基 的 Banach 空间 , W X 上 的 每 个 紧 算 子 是 


一 列 有 限 秩 有 界 算 子 的 极限 . 
证 明 i {en :n>1} 是 XX 的 Schauder 基 , M 


z= 》 von(z)en， Vz € X. 
n=1 
Vn 2 1, 定义 
Taz = Y ar (Tz)e;, (3.3.6) 
t=1 


则 T, 是 有 限 秩 有 界 算 子 . 记 Tn = PaT, Pn 的 定义 见 定理 2.3.8, 在 那里 我 们 有 
sup Pall < K. {Tz :zl < 1} 是 相对 紧 集 . 因此 ve > 0, Iri, -Tim ECH € 


网 , 即 Vz, jlzll < 1, 3z;,1 < i < m 使 得 
|ITz= — Tzill < e. (3.3.7) . 
HT Tari > Tz; (i = 1,:: m), W Ino, 4 n 2 no Ëf 
Trz: ~ Tzi|| < £ (1 < ¿ < m). (3.3.8) 
车 z € X, |lz|| < 1, 选取 z, 如 上 , 由 (3.3.6), (3.3.7) 得 出 
(Tz — Tasli < Tz — Tzill + Tr: — Tri + ||T,,z=; — T,=| 
< ||Tz — Trill + ||Tz; — Tazill + ||P,Tz, — P,,T'zll 


get+e+ Ke = (2 + K)e, 
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TË IIT — T,,|| — 0. 

上 述 定理 的 结论 是 否 能 够 推广 到 一 般 可 分 空间 上 去 , 这 曾经 是 一 个 长 期 未 能 解 
决 的 问题 . 直到 1973 年 芬兰 数学 家 Enfo 给 出 了 一 个 可 分 自 反 空间 的 例子 . 它 上 
面 存 在 紧 算 子 不 能 成 为 有 限 秩 有 界 算 子 的 极限 , 给 了 上 述 问 题 以 否定 的 回答 . 当然 ， 
此 空间 也 不 会 具有 Schauder 基 . 
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在 3.3 节 我 们 已 经 定义 过 自 反 空 间 , 当 闵 是 自 反 空间 时 , 自然 谋 入 映射 了 :大 一 
X| 是 到 上 的 等 距 同 构 ， 此 时 X 必 是 Banach 空间 . 注意 自 反 空间 定义 中 到 上 的 映 
射 J 一 定 要 求 是 自然 嵌入 , James 曾经 给 出 过 例子 , 一 个 Banach 空间 X 与 其 二 次 
EIZ X** 等 距 同 构 , 但 自然 嵌入 映射 J 却 不 是 相应 的 到 上 的 等 距 映 射 , 于 是 这 
样 的 空间 X 不 是 自 反 的 . 这 告诉 我 们 , 在 应 用 自 反 空间 的 性 质 时 必须 谨慎 行事 . 自 
反 空 间 有 许多 优良 的 性 质 , 特别 是 其 弱 紧 性 质 时 常会 被 用 到 .对 此 本 节 将 着 重 加 以 
介绍 . 先 让 我 们 来 看 几 个 例子 . 

例 3.4.1 @", P, D'|a,b|(1 < p < oc) 都 是 自 反 空 间 . 

这 里 仅 验证 L?[o, 相 的 自 反 性 . 由 定理 3.1.2 已 经 知道 当 sts = 1 时 , Frla, 中 * = 
Lq|a,b]* = ZP[o, 引 利用 两 个 等 距 同 构 映射 即 可 得 到 Lola, b] 5 Lla, ZAE 
的 等 距 同 构 映射 . 记 此 映射 为 p : Lla, b] 一 Lja, b], z| — pz, 我 们 验证 o 即 是 
自然 嵌入 J. 实际 上 , 对 于 任何 f c Lla b, 车 f 对 应 于 函数 € c Ls[a, 可 , 由 定 
理 3.1.2 的 证 明 , pz 作为 LPa, b 上 的 线性 泛 函 , f 作为 ZP[w 引 上 的 线性 泛 函 对 应 
地 有 b b 

palf) = Í eza = Í a(t) = (a, 


f 是 任意 的 , 所 以 Jz = wz, 这 说 明 o 即 是 J. 

例 3.4.2 co, 41, Llla,b] 都 不 是 自 友 的 ， 

这 里 仅 验证 l, 我 们 知道 (C) = IPS, 并 且 空 间 P 是 可 分 的 , 1ee 不 可 分 . 8 Pt B 
E, 则 (1%)* = P, 这 与 定理 3.2.10 的 结论 矛盾 . 

定理 3.4.1 若 针 是 自 反 空间 , N X 的 任 一 闭 线性 子 空间 Y 是 自 反 空间 . 

证 明 设 YcX 是 闭 线 性 子 空间 , J: Y — Y=" 是 自然 谨 入 映射 . vy c Y=", 
z* EX*, 记 z*|y 是 zx* 在 Y 上 的 限制 , 并 且 令 


z""(z") = y""*(a*|y), (3.4.1) 
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则 z** e X**, 于 是 存在 z € X,J(z) = 
现在 证 明 z c Y. 若 不 然 , Y RATAN, zEY, 则 存在 zi € X*, (2)= 1, 
z6(u)=0, Vy € Y. 于 是 


1 = z0(z) = z*"*(z0) = y"*(z01,) = 0, 


矛盾 . 由 此 改 记 r= v. 

Yy* € Y*, y* 可 以 延 拓 为 X 上 的 连续 线性 泛 函 z", 使 得 z*|y = y*, 从 而 由 
(3.4.1) 得 到 

y* (y) = z*(z) = z**(z*) = y"*(y°). 

y* 是 任意 的 , 故 J'y =y. J B| E, Y BE. f 

利用 类 似 的 方法 可 以 证 明 下 面 定理 , 这 里 不 再 列 出 它们 的 详细 证 明 . 

定理 3.4.2 j X ÆBanach 空间 , 则 I 

(1) X 自 反 当 且 仅 当 X* B E. 

(2) # X BE, M 是 X 的 闭 子 空间 , 则 商 空间 X/M Ë E. 

定理 3.4.3 X 是 线性 赋 范 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) X 自 反 . 

(2) X 中 任 一 有 界 序列 包含 有 w 收敛 的 子 序列 . 

(3) X 的 闭 单位 球 S(X) 是 w 序列 紧 集 . 

(4) Vf € X*, 存在 z € X, ||zl| = 1 使 得 f(z) = fll. 

证 明 (1)=(2). 设 {zn} E X 中 任 一 有 界 序列 ,如 |en] < M, nèt. 考虑 
Y = span {zn}, Y 是 XX 的 闭 线性 子 空间 , 由 定理 3.4.1, Y 自 反 . 注意 到 了 是 可 分 的 ， 
故 Y* 可 分 , 若 几 :Y o Y 是 自然 代入 , (za) 是 Y 中 的 有 界 序列 , 从 而 {Jtn} 是 
Y** 中 的 有 界 序列 . 根据 定理 3.2.18, 有 子 序列 {JEn} R yg EY", JEn, Dyg". 
HT Y 是 自 反 的 , 故 存在 yo €Y, J'yo = 多 BI Vy* € Y*, 


(Tzne) (9) > (Tyo) (9). 
现在 , 对 于 z" € X*, É y* = z*"|y, MI 
z"(za,) = (En) = (J'z+,)(u*) — (J'uo)(u") 
=w*(uo) = z*(go)- 


故 zw > Yo- 
(2) 仿 (3) 是 显然 的 . 
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(3)=(4). f = 0 的 情况 是 明显 的 . 设 f Z 0, f e X*, 由 liil = up. HE) 取 
rn € X, ||zn|| = 1, 
IIl- L < |f(zn)| < IFI- (3.4.2) 


由 (3)， {zn} 中 有 子 序列 Tnk zo, ||zol| < lim [lEn |! <1. 特别 地 ， 
fo) = im. fen 


但 由 (3.4.2), 必 有 
|f(z0)| = lm |f(z,,)| = IfI- 


人 一 DO 


现在 |f(zo)| < IfI jlzoll, 故 llzoll 21, 从 而 llzoll=1. Æ f(zo) = re, W 
z = eizo, MI ||=|| = llzo||=1, 并 且 


f(z) =e f(zo) = r = |f(zo)| = fl. 


(4)=> (1). 一 个 初等 的 但 较 复杂 的 证 明 由 James 作出 (A Israel J. Math. 13(1972), 
这 里 略 去 ). 

例 3.4.3 C|0,1] 不 是 自 反 空间 . 取 z, (t) = t, n 2 1. zn 是 有 界 序列 . EAT 
序列 弱 收 敛 于 ro, 则 此 序列 是 点 点 收敛 的 , 从 而 zo(t) = 0,0 < t < 1, zo(1) = 1. 但 
zo€C{0,1]. 这 说 明 Co, 1] 的 闭 单位 球 不 是 w 序列 紧 的 . 

定理 3.4.3(3) 说 明 自 反 空 间 中 任 一 有 界 闭 凸 子 集 是 弱 序 列 紧 集 . AEREN 
近 论 和 凸 分 析 中 有 很 多 应 用 . 特别 地 , 本 章 3.2 节 关 于 弱 紧 集 的 某 些 结果 可 以 用 于 
自 反 空间 情况 . 

推论 3.4.1 设 针 是 自 反 空间 , E c X 是 闭 西 子 集 , WI 

(1) Vzo € XNE, 存在 zo 关于 E BJ EIB EG uo, 


Ilzo 一 如 || = inf llzo — yll. 
(2) 若 还 是 有 界 的 并 且 y: E — RES F 365689, 则 3zo € E 使 得 
p(z0) = inf p(z). 


现在 让 我 们 介绍 关于 一 致 凸 空 间 的 知识 .“ 一 致 凸 "和 “严格 凸 ”一 样 都 是 几何 概 
念 . 仅仅 从 定义 上 来 看 , 一 致 凸 空间 似乎 与 自 反 空间 没有 什么 联系 , 但 事实 上 一 至 
凸 空间 却 是 自 反 空间 的 特例 ( 见 定理 3.4.5). 
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定义 3.4.1 RREZE X 称 为 是 一 致 凸 的 , Æ Vel <e < 2), 存在 5 > 0, 
使 得 对 于 任何 z, y € X, |lzl <1, lyl| <1, 只 要 |e — yll > =, W 


s= <1-ő. (3.4.3) 


例 3.4.4 Hilbert 空间 是 一 致 凸 的 . 
实际 上 , 由 平行 四 边 形 公式 
lz + ||? + ||z — yll? = 2 人 zl 十 lo， Yz, y € X. 


车 ||=l|| <1, |lyl| <1, ||z 一 yl > =, Wil ||z + yll? < 4— 2, 于 是 


z| < 1- =1-6 ó6=1- J1- . 


此 外 空间 IP, Lr|a, b](1 < p < oo) 也 是 一 致 凸 空间 ， 

由 定义 容易 知道 , 每 个 一 致 凸 空间 是 严格 凸 的 . 

例 3.4.5 ”由 于 L, L'a, b), C[a, b], L° [a,b], c, co PEFR DH, 所 以 也 不 是 一 

致 凸 的 . | 
定理 3.4.4 Banach 空间 X Æ— R i EN Yzn,yn € X, 车 


im llzall = lim || = 1, lim len + yall = 2, 
则 lim llzn 一 如 | = 0. 

”证明 FR lenll = linll = 1, lim (jen + ynl] = 2. # Tm len — yall > € > 0, 
则 有 无 穷 多 个 zm,ym 使 得 ||en 一 nx|| > 3- BAERE, je tus 
其 中 5 一 6(e) > 0, 从 而 lim Ilea + vall < 2, FR. 

现 设 lim |lznl| = tim lenll = R z, = TaT = o XS lll = 
1, 并 且 有 lim ||, + || = 2, 由 上 面 定理 证 明知 道 lim |z) — y,.|| = 0, 从 而 得 到 


<1-6, 


AA 
反之 , # X 不 是 -一致 的 则 存在 eo > 0 和 tnst BEE lonl] <l lal] <1, 
læn = yall > ao ta | 22 | > 1 -- L, 这 与 定 理 中 所 说 条 件 不 拓 、 
推论 3.4.2 X RANAN, zn € X, 若 |lzn|| —1, 并 且 lim Izn + 
zm|| = 2, WJ Lim |lzm — za||.= 0. 
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定理 3.4.5 “一致 止 Banach 空间 是 自 反 的 . 

证 明 ”对 于 每 个 rt € X=*, 不 失 一 般 性 设 lesi = 1, 我 们 证 明 存在 zo € X, 
使 得 Jzo = zü", 其 中 J t B RR ABB. 

实际 上 对 于 zt, Vn > 1, 存在 zz € X*, lezl = 1, 使 得 


**/.* ** 1 1 
Z0 (za) > ||z0*|| — n7 工 一 Pi (3.4.4) 


由 第 二 Helly HREM (定理 2.5.7), 对 于 gt, et 和 = L, 存在 we 天 使 得 
ry (27) = zi(za), 一 1 (3.45) 
并 且 
** 1 1 
enl] < lol+ 二 = 1+. 
于 是 I 
1 一 n < zo (zi) = T} (Tn) < J|z; |! zn) < 1 十 > 


由 此 得 到 lim ||znl| = 1. 再 由 
2 @ 一 H) < 2m" (27) = T} (En) + Tt (Em) 
<llz;ll llza + Eml] = |lEn + z= l < 2 (: + 2) 


得 出 im les 十 ml| =2. 上 面 推 论 3.4.2 说 明 lim las znl| = 0. 换 句 话说 
{zn} 是 Cauchy 序列 . X 完备 , 不 妨 设 ,Jim zn = zo, 显然 ||zol| = 1. 

对 于 (3.4.4), 固定 i, $ n 一 oo, 则 得 到 zš*(z;) = z7 (z0). 

zo 是 唯一 的 . 实际 上 若 另 有 zo € X, lizol] = 1,20 Z zo, 并 且 Vi,z4*(z;) = 
z} (x0), 根据 一 致 止 性 , 必 有 ||zo + ehli < 2, 但 由 


1 * * * 
2 @ 一 2) < 2x3" (x7) = z} (£o + z9) < ||zo + zoll 


得 出 llzo + zoll > 2, 矛盾 . 
若 z* c X 是 任 一 元 , 考虑 序列 z", z1, z... -, 重复 上 面 过 程 可 得 到 50, ||zo|| = 1, 
并 且 
zh (2*) =a" (To), a8 (zt) = zB0), i21. 
由 唯一 性 知道 0 = zo 并 且 z" (2*) = z*(zo). z" 的 任意 性 说 明 Jzo = z2*. J 到 上 ， 
故 X HE. 
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定理 3.4.6 Ü X 是 一 致 凸 空间 , zw ze X, 则 zn — z, HERH z, z, 并 
且 |lzrl| 一 llzll. . 

证 明 ”必要 性 是 明显 的 , 现 证 充分 性 . 设 z, — z, 并 且 lenll 一 lell, # = = 0, 
结论 是 显然 的 . Æ r Z 0, 不 失 一 般 性 , 设 liell = 1, WE lenll 一 1 从 而 


llzm + za || < lm (emll + llenll) = 2. 


mo nin, 
E f € X* Ifl = 1, f(z) = lizl| =1, W z, =, 
mim fom + on) = lm (lem) + f(za)) = 2f(z) = 2, 


这 说 明 
lim ll + Trl] > 2. 
82, lim lza 十 zn|| = 2. 由 推论 3.4.2, {zn} 是 Cauchy 序列 从 而 是 收敛 序列 . 
由 于 Tn 5r, 其 极限 必 是 T, Bp Tn + T. 证 毕 . 
定理 3.4.6 中 所 氢 述 的 性 质 称 为 空间 X 的 H 性 质 . 


习题 3 
1. 证 明 a =l, EF f Ea 时 有 序列 (an) EL 使 得 
f(z) = S anzn, Vz = (zx) € co. 
azi 
2. 证 明 c* =l, 其 中 f € c' 时 有 序列 (an) EL 和 QE @ 4845 


oo 
f(z) = a lim Zn 十 >` QnTn, Vr = (£n) € c. 
noo 一 


n=1 


N 1 1 
3. I& 1 < p < co, 5 + j= 1, (Xash lh), (X>, ||: ||2) PREREZE. X = X, x Xz, 
定义 
1 
lz] = (leif + llz2f)”, Vz = (zmi,z2) € X. 


证 明 ， 
(1) X 上 的 线性 泛 函 的 一 般 形式 是 


fl((z1, z2)) = fı (21) + fa (z2), fi e X’, fs € X's. 
(2) f e X" HAIS f, € Xt, fs € X;, 并 且 此 时 
IIflI = (I II2 + A 
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(3) (X1 @ Xa); = (XT @ Xš), (X1 © Xa)p 即 是 以 上 述 中 .| 为 范 数 的 乘积 空间 X, x X2. 
4. ZRF falt) = J z(b)eintdt 在 L?[-r,7] P w KRF 0. 


-r 


5. 设 X 是 线性 赋 范 空间 , X" 是 X HHDH, z.,z E X, fn, f € X". Ean >>, fa > f, 
W 户 (zn) 一 f(z). 

6. T e B(X,Y),zx,z € x FE z, — z, W Tan — Tz. 

7. MEZRA galz) = | =(b)t"at 在 L10, 1] 中 wF 0. 

8. 设 X 是 Banach 空间 , WIZE X* 中 的 w* 有 界 集 是 ( 范 数 ) 有 界 集 . 

9. 利用 开 映 射 定理 证 明 : Æ X 是 Banach 空间 , J : X 一 X** 是 自然 嵌入 算 子 , 并 且 X 不 
是 自 反 的 , 则 J(X) 在 X** 中 是 第 一 纲 集 . 

10. 证 明 w 下 半 连 续 泛 函 是 下 半 连 续 的 . 范 数 是 w 下 半 连 续 的 . . 

11. W {zn} Æ Cla, 昌 中 的 有 界 序列 , 若 Vt € [a,b], zn(t) — z(t), 则 存在 {zn} 的 凸 组 合 
的 序列 在 |a, b| 上 一 致 收敛 于 z. | 

12. $ 1 < p < co, {zn} 是 人 ?中 的 一 列 元 素 , 则 存在 {zn} 的 线性 组 合 的 序列 以 范 数 收敛 
于 zo, 当 且 仅 当 vf E(P)", f(zn) = 0 BF, f(zo) = 0. 

13. 空间 co 不 是 w 序列 完备 的 . 

14. 应 用 Radon-Nikodym 定理 证 明 Llla, b] 是 w 序列 完备 的 . 

15. 证 明 P 的 闭 单位 球面 S,(2) 是 范 数 闭 集 但 不 是 w 序列 闭 集 . 

16. 设 有 工 : P — P(1 < p < co), T(zi, zo, - - ) = (0, z1,zə, - ` ), BR T HIRAF T”. 

17. 设 X, Y 是 Banach 空间 , T € B(X, Y), T* E: T W3, 证明 R(T) 在 Y PASHE 
仅 当 T* 是 一 一 的 , T 到 上 当 且 仅 当 T* 是 一 一 的 并 且 R(T*) # X* pA. 

18. 设 1 < p < co, 证 明 线性 算 子 

T T 
T:P — I, (£1,223, |> (zı, > Te) 

是 紧 算 子 . : 

19. uEHB T : C[0,1] > C[0,1], (Tz)(t) = f z(r)dr 是 紧 算 子 , 而 (Sz)(t) = tz(t) 不 是 
紧 算 子 . 

20. 设 X 是 线性 赋 范 空间 , Y 是 Banach 空间 , T € B(X,Y). WHE T* 是 紧 算 子 , MJ T 
也 是 . 

21. Șt X Æ Banach 空间 , dim X = oo. T 是 紧 算 子 , W T 是 一 一 的 就 不 可 能 是 到 上 的 . 

22. 设 X 是 线性 赋 范 空间 , T c B(X), T 紧 并 且 T? =T, 则 dim T(X) < eo. 

23. 证 明 若 X 是 自 反 空间 , 则 定理 3.3.6 的 道成 立 . 

24. 设 X 是 自 反 空间 , 则 X 可 分 当 且 仅 当 XX* 可 分 , X* 中 序列 的 w* 收 敛 等 价 于 ww 收敛 

25. 自 反 空间 是 w 序列 完备 的 . 
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# 1 章 中 我 们 已 介绍 了 内 积 空间 的 公理 系统 并 给 出 过 内 积 空间 的 若干 例子 . 
内 积 空 间 是 一 种 特殊 的 线性 赋 范 空间 , 因此 对 于 一 般 线性 赋 范 空间 成 立 的 那些 结论 
对 于 内 积 空间 也 是 适用 的 . 但 由 于 具有 “内 积 ” 这 种 结构 , 使 得 它 有 着 比 一 般 线 性 赋 
范 空间 更 为 特殊 的 性 质 . 本 章 将 叙述 这 些 特殊 性 质 : 正 交 基 的 存在 性 、 正 交 投 影 的 
概念 及 其 相关 问题 、 空 间 上 线性 泛 函 和 算 子 的 特殊 表现 形式. Hilbert 空间 的 理论 已 
广泛 的 应 用 于 许多 学 科 和 学 科 分 支 中 去 , 如 在 量子 力学 、 概 率 论 、Fourier 分 析 、 调 
和 分 析 等 学 科 中 就 是 如 此 . 近年 来 莲 勃 发 展 起 来 的 小 波 分 析 理 论 也 建立 在 Hilbert 
空间 的 基本 结构 之 上 . 


4.1 正 交 和 集 与 正 交 基 


定义 4.1.1 设 五 是 内 积 空间 , (C, -) 是 其 中 的 内 积 : 

(1) 若 z,y € H, (x,y) = 0, WR z 与 y 正 交 , WY z1y. 

(2) # M,N C H 并 且 (z,y) = 0,Vz= € M,y € N, 则 称 M 与 NEX, 记 为 
MLN. 34 M = (z) 时 记 为 zLN. 

(3) # E c H 3⁄H Vz,y € E,z Z y, M| Ly, 称 E 为 正 交 集 ， 此 外 若 Vz € 
E,||z|| = 1, 则 称 E 为 规范 正 交集 . 

容易 知道 , zLy MJ yLr, zLz 当 且 仅 当 z = 0. 对 于 任何 集合 M,N c H, # 
MLN, M| M nN c (0). 

定理 4.11 j H 是 内 积 空间 , E c 是 正 交集 ， 则 对 于 任意 有 限 多 个 元 


Tl "Tn EEM Qi, An € $, 
llaizi + + anznll? = loa lleil? +: + lanl? lenll? , (4.1.1) 


从 而 车 已 不 包含 0 元 , E 是 线性 无 关 集 . 
证 明 HERH 


laazi +-+- + onzall? = (o1 zi 十:… 十 anznyalzZl 十 … 十 amzn) 


n 
= 5 (aa zi, ajz;) 
i, j=1 
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2 2 2 2 
= le) llzill 二 + lan" lenll. 


34 z Z 0 (¿= 了 1) 时 , 若 a ,an 不 全 为 0, 则 ||laazi 十 .… 二 anzn|| Z 0, 即 
atı 十 .… 十 amnzn 天 0. 

定理 4.1.2 Ë 是 内 积 空间 , E c H 是 规范 正 交 集 , z c H. Wi 

(1) 对 于 任 一 组 e1,… ,en € E, 


n 


> I(z, e)? < lz (4.1.2) 


(2) 数 集 {(z,e) :ee E) 中 至 多 有 可 数 多 个 不 等 于 0. 
证 明 (1) 设 z, = Y (z, eje MUJ 


izi 
0 < |lz — zl = (z — En, £ — £n) 
=ll=||” — (z, £n) — (zna, z) + zn] 
=|l=lÉ -Xle el 
故 (4.1.2) 成 立 . 
(2) 考虑 集合 
=í(eceE:|(z,e)| >J), j=1,2,.… 
由 (4.12), 中 至 多 有 有 限 多 个 元 素 , X E= Ü E; 故 得 (2) 
推论 4.1.1 BH EKRAN, E = {en} 是 H 中 的 规范 正 交集 , l 
(1) Vz € X, Bessel 不 等 式 成 立 


> (z, e,)É < Ilall? (4.1.3) 
n=1 


(2) (z, en) — 0. 
实际 上 由 (4.1.2), 令 n 一 co 得 到 (4.1.3). 由 其 中 级 数 收 敛 得 到 (£, en) — 0, 故 
(2) 成 立 . 
EN 4.1.2 设 互 是 内 积 空 间 , E= {en} 是 H 中 的 规范 正 交 集 , z e H. 
(1) 称 每 个 (z,en) 为 了 关于 五 的 Fourier 系数 . 
(2) 称 (形式 ) 级 数 Y (z, en)en 为 z F E BjFourier 级 数 . 
n=1 


. 134 . 第 4 章 Hilbert 空间 的 几何 学 


(3) 若 z= S`, en)en 按 空间 H 的 范 数 收敛 , 称 此 级 数 为 z 关于 E BijFourier 
n=1 


RFR. 
定理 4.1.3 Ü H 是 内 积 空间 , E = {en} 是 H 中 的 规范 正 交集 , > c H, 则 以 


下 诸 条 件 等 价 : 


(1) z € span E. 

(2) z = 》 (z, en)en. (4.1.4) 
如 一 1 

3) Ilæl? = 》 |(z,en)P — (Parseval 等 式 ). (4.1.5) 


kn 
证 明 (1) > (2). 不 妨 设 u, € spanE, u, = Y aiei, ün > z. J z, = 
i=1 
kn 
> (e e;)e;, 则 (Tn, €i) = (z, ei), Bp Ci 上 (Zn 一 z), i "kn, 故 Ye — (z, Ci ))ei 


Tz, — z) 或 者 (un — za) L (zn — z). 于 是 
llun — zl = ||u,, — zx, + £n — z|? = [lun — xn? + zn — zl? 2 zn — z]! , 
从 而 
lim ||z — z|| = lim ||u, — z]|| = 0. 
所 以 
r= Jim. Zn = im a Pe) ei)ei = xe, en)en. 


(2) > (3). 由 (2), z = lim 》 (z, e)e 或 者 mm > z, 由 内 积 关于 变 元 的 连续 
4 一 1 
性 知道 
lz? = (z,z) = lim (zaza) = lim (zea) -ec eA). 


i=1 


n 
i= 


(3) > (1). $ z, = 》 (z, ei)es, H (3), 


1 


n ooe 
|lza — z|? = ilal? -X iee) = Y (z, e:)? — 0. 
i=l 


i=n+1 


故 z= lim zn, Œ £n € span E, PLA z € span E. 
no0 
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定理 4.1.3 说 明 , 要 z 关于 正 交集 E 的 Fourier 展开 式 成 立 , 必须 并 且 只 需 z 属 
于 由 E 张 成 的 闭 线性 子 空间 或 者 z 关于 E 的 Parseval 等 式 成 立 . 

下 面 定理 给 出 了 得 到 规范 正 交集 的 方法 . 

定理 4.1.4(Gram-Schmidt) i {zn} 是 内 积 空间 H 中 一 列 线性 无 关 元 素 , N 
存在 H 中 的 规范 正 交集 E = {en :m > 1}, 使 得 Yn > 1, 


span{ei : 1 < i < n) = span{z; : 1 < í < n}. 
证 明 H zi Z 0, $ pi = zu; i = Tl: 显然 
span {e1} = span {y1} = span {71}. 
令 y = z — (zə,ei)er, e2 = TuT W yo # 0, 否则 z> 5 ev, 从 而 与 z1 线 性 相关 , F 
E. 又 (ya, ei) = (22,61) — (za, e1) = 0, 从 而 (eə, ei) = pgo = 0, 并且 
span {e1, ez} = span (ei, zə] = span (zi, 22} . 
依照 数学 归纳 法 , 不 妨 设 e1,… en 已 定义 并 且 


span {e; : 1 <i < n — 1} = span {z;:1 <i <n-1}. 


n—1 
定义 yn = zn 一》 (En, ei)ei en = TT 则 yn #0. 否则 


i=1 
za € span {e; :1<i<n-1)=span(z,:1<i<n-1) 
与 线性 无 关 性 相 矛 盾 . 4 1 < j 入 72 一 工时 ， 


n—1 


(Yn, ej) = (£n, €j) 一 D (Tn, €i)(ei, e;) 


t=1 
= (£n, €j) ~ (Tn, €j) = 0. 
1 
所 以 (en, ej;) = mij Ee? =0. 同时 
n 
span{e; : 1 < ¿< n} =spaní(z,,e; :1 Si Sn-—1} 
=span {z;:1 <i <n}, 


{en} 即 是 所 需要 的 序列 . 
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定理 4.1.5(Riesz-Fischer) i H 是 Hilbert 空间 , E = {en} Jë H 中 的 规范 正 
交集 ， 则 对 于 任 一 标量 序列 {an}, X lan’? < co, 存在 z € span E, 使 得 > = 
n=1 


> Qnen 并 且 每 个 an = (z,en). 


n=1 


n oo 
证 明 z, = Y aiei 由 》 lan < oo KIÉ, 34 m 2 n, n — co Bf 
i=1 


n=l 


2 m 
= 》，|oi 0. 


t=n+1 


m 
5 G:6i; 


i=n+1 


{zn} 是 Cauchy 序列 , H 完备 , 不 妨 设 z = im sn, 则 


llzm — znll = 


OO 
r= 5 amen， z € span E. 
n=1 


此 外 , Vi 2 1, 


(z,e;) = im (za, ei) = Qi. 


故 r= y` (T, en)en. 


n=l 

定义 413 B H EW], E c H 是 规范 正 交集 . 

(1) A E Æ H WHEXH, 若 E 不 能 扩充 为 更 大 的 规范 正 交 集 . 

(2) 称 妃 是 完备 正 交集 , 若 Vz € H, z 关于 E 的 Parseval 等 式 成 立 . 

(3) 称 E 是 完全 的 , 若 Vz L E, z = 0. 

非 零 内 积 空间 中 的 所 有 规范 正 交 集合 以 其 包含 关系 构成 半 序 集 . 根据 Zorn 引 
理 , 其 中 存在 极 大 规范 正 交集 . 这 一 极 大 规范 正 交 集 就 是 空间 的 正 交 基 . 换 句 话说 ， 
任 一 非 零 内 积 空间 必 存 在 正 交 基 . 

定理 4.1.6 i H ÆHilbert 空间 , E c H 是 规范 正 交集 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(已 是 万 的 正 交 基 . 

(2) span E = H. 

(3) Vz € H, z XF E R Fourier BFA. 

(4) E 是 完备 正 交 系 . ú 

(5) Vz,y € H, (z,y) = 5 (z, en)(y, en). 

n=l 


(6) E 是 完全 正 交 系 . 
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证 明 (1)=(2). # z € HAspan (E), Ú E, = {en : (2,en) # 0}. 由 Bessel 
KER, J (Ten)? < |lzl?， 根 据 Riesz-Fischer 定理 , 3y € span (E;), y = 


rn=1 


$ (enden BAR z Z y, 设 eo = —— ii =i 则 eo é E. 由 于 (zx,en) = (pes), 


所 以 enleo(n > 1)， 此 外 对 于 每 个 e € E\Es, (z,e) = 0, 从 而 (en,e) = 0. X 
(y, e)= 一 0, 所 以 
(eo, e) = ||z — = (=, e) 一 (y, e)] =0, Ve € E. 


这 说 明 EU {eo} 是 比 记 更 大 的 规范 正 交 和 集 , 与 E NIE 363523 JA. 
(2) 仿 (3) 全 (4). 这 是 定理 4.1.3 rH E = H 的 情况 . 
(4)=>(5). Ez, E, 是 可 数 集 , 故 不 妨 设 Er U E, = {en ; n > 1}. 允许 某 些 系 数 为 
0, 我 们 仍 可 根据 E 的 完备 性 得 到 
T= >` (e, en)en, y= y (Y, en)jen， 


n=l n=l 


从 而 


T y) = [> (z, en)en, D (y, cm] 
一 im [> (z, e;)e;, >` (y, oa 


i=1 i=1 


= lim $, (7, ei)(y, ei) 


i=1 


= D (£, €n) (Y, en). (4.1.6) 


(5) > (6). # z € H, z L E, # E, = {en : n 2 1}, H (5), 
lel? = 3 (oe) en) = 0, 
n=l 


故 z= 0. 

(6)=(1). 着 有 EU (eo) 是 互 的 规范 正 交集 并 且 eo ¢ E, W eoLE 从 而 eo 关于 
E 的 Fourier 系数 全 为 0, 但 eo Z 0, 与 (6) 矛盾 . 证 毕 . 

定理 4.1.6 说 明 , 在 Hilbert 空间 情况 , 规范 正 交集 E 是 正 交 基 等 价 于 E 的 完备 
性 , 完全 性 以 及 E 中 元 素 的 线性 组 合 在 H 中 的 稠密 性 . 但 需 注意 , 当 H 不 完备 时 ， 
妃 的 完全 性 不 必 与 其 他 条 件 等 价 . 
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定理 4.1.7 i% H EHilbert 空间 , 则 

(1) H 可 分 当 且 仅 当 互 有 可 数 正 交 基 :. 

(2) 当 H 的 正 交 基 有 可 数 无 穷 多 个 元 时 , H 与 P 等 距 同 构 . 

(3) 当 H 的 正 交 基 仅 有 有 限 多 个 元 时 , H 与 ën 等 距 同 构 . 

于 是 在 等 距 同 构 的 意义 上 说 来 , 可 分 Hilbert 空间 要 么 是 P, 要 么 是 ën. 

证 明 (1) 若 H 可 分 , 设 z1,72,… 是 H 中 的 可 数 币 密 集 ， 从 z, 开始 , 凡 与 
前 面 诸 元 素 线性 相关 的 元 素 皆 删 去 , 剩 下 元 素 的 全 体 构 成 线性 无 关 集 . 显然 它 的 线 
性 组 合 全 体 仍 在 H 中 稠密 , 利用 Gram-Schmidt 方法 将 它们 正 交 化 得 到 规范 正 交集 
E, 容易 知道 span (E) = span {zn} = H. 由 定理 4.1.6, E Æ H BJ1E3635. E 中 有 可 
数 多 个 元 . 

反之 , 车 H 的 正 交 基 有 可 数 多 个 元 , 则 其 中 任意 有 限 多 个 元 素 的 有 理 系 数 (或 
实 部 、 虚 部 均 为 有 理 数 的 复 系数 ) 线性 组 合 在 H 中 稠密 , 这 些 元 素 的 全 体 至 多 为 可 
数 集 , 故 H 可 分 . 

(2) E E ETATIK, 定义 


e:H— BË, e(z)= ((x,e1), (z,e2)---), Vz € H. 


e 是 线性 映射 , 由 Riesz-Fischer 定理 , p 是 到 上 的 . Vz,y € H, 


o0 


(p(z), ply)) = > ` (z, en)(y, en) 


n=1 


= Jim. > (z, e;)(u, ei) 
i=1 
= im. [> (z, e;)e;, > (y, oa] 
一 (È (z, e;)e;, >` (y, oj 
i=1 i=1 


= (x,y). 
特别 地 , Æ z = y, W ||e(z)|| = lell, p 是 等 中 的 一 一 映射 ， H 与 PRA. 
(3) (3) 是 (2) 的 特殊 情况 . 
例 4.1.1 D 的 标准 基 {en :n>1} 是 它 的 正 交 基 . 这 里 e 的 第 ”个 坐标 为 
1, 其 余 为 0. 
例 4.1.2 ”考虑 定义 在 |0,1] 上 的 Rademacher 函数 序列 


ra (t) = sgnsin2"zt, te[0,1], nèl. 
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容易 验证 E = {rn(t) :n>1} 是 I2|0,1] 中 的 规范 正 交集 ， 但 这 一 正 交集 不 是 完 
备 的 . 事实 上 rot) = 1 与 所 有 rn(t) 正 交 但 不 属于 上 述 集 合 , 定理 4.1.6(6) 说 明 
{rn(t) : n 2 1} 不 完备 (即使 添加 ro 到 E 中 仍 得 不 到 完备 正 交 集 ). 

为 了 得 到 由 EE 扩展 成 的 完备 正 交 系 , 让 我 们 考察 Haar 函数 系 . 


hO) =1, 0<t<1; 


1 1 
1 t 0, 一 2 t 一 
， elo,3)， V2 e |o): 
hP (t) = -1, te l , hP (t) = -v2 te 11 ' 
2 4 2 
0, 其 他 ; 0, 其 他 ; 
1 3 
V2 te 2) 
O= A te 人 
0， 其 他 ; 
2k—2 2k—1 
vz", t€ | 和) 
(k) 2k—1 2k — n.p — 
h t) = n 一 — _ . k=1,2,..….…,2 ;n= 1,2,.……. 
s (t) _ 2", t€ | n+l a) 
0, 其 他 ， 


{KPA :1 <k< 2",n = 0,1,2,…} 的 正 交 性 容易 直接 验证 ， 它 还 是 规范 正 交 系 
为 了 验证 它 是 完备 的 , 由 定理 4.1.6(6), 只 须 验证 Vf e L2[0,1]. 若 (f, h) = 0,Vk,n, 
则 f=0. 

实际 上 , 由 (f, tE) = 0 可 得 出 


nF JH 
f f(t)dt = 0, f f(iədr=0, k=1,2,...,2";n=0,1,2,.... 
2 条 


F(t) = Í tas, 0 <i <1. 
0 
H f 的 可 积 性 , F(t) 是 连续 函数 . 但 上 面 诸 式 表明 


r(Ż) =0, k=1,2,...,2";n =0,1,2,.... 
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这 种 点 在 [0, 1] 上 稠密 , 所 以 F(t) = 0,0 < t < 1, 从 而 f(t) 几乎 处 处 为 0. 故 Haar 
函数 系 是 L?2[0, 1] 的 正 交 基 . 
例 4.1.3 ”现在 考虑 复 空间 L[-r, r] 与 集合 {d :n= 0, 土 1, 土 2,…}. 容易 


验证 

T o 0, m Z n, 

J enmteintdt = 

一 下 27, m, = n. 
FE E= { -大 in 0+142…} 是 Pn 的 规范 正 交集 我们 要 验证 
E 是 正 交 基 . 为 此 要 证 明 , 若 z e L2|—z, z], 

int) _ 1 7 —int j; — = ... 
(z, einb) = = [` =< d=0 (n=0,+1,42,...), 


则 z(t) = 0, a.e.. ， | 
设 vl) = s oar. 由 可 积 性 , y() 是 [-z,z] 上 的 绝对 连续 函数 并 且 


y(t) = z(t), a.e.. 注意 到 y(—z) = 0, y(r) = == 1) = 0, 于 是 


一 / y (emat| 
1 


= en) terran + f” ateetan] 


x : —1 ñ 
—int — -int 
f ' y(t)e ™ dt = = [oe 


=0 (n=0,+1,+2,-..). 


x 


a=} y(t)dt. 4 n = 0 B$, 
27 Jr 


J i 区 一 ae dt 一 f i y(t)dt — 2ra = 0. 
# n Z 0, W 
f pg 的 一 qje itat = f i y(t)e-intdt — a / i e-intdt = 0. 
于 是 对 于 任 一 三 角 多 项 式 e(t), 
J i ly(t) — als(t)dt = 0. 
另 一 方面 , y(t) — o 是 连续 函数 , 根据 Weierstrass 定理 , Ve > 0, 存在 三 角 多 项 式 
s() = 2 oke 使 得 


k=-n 


lyt) ~ o — s(t)| <e, vt € [—7,z)]. 
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“于 是 
J WO- aa- Í` wO - dot 

= 0 -0 =a = spa: 

<e f i bp- aldt < eV ( 人 i ly(t) — ajat) i 


即 
/ ly(t) — al?dt < 2re?. 


E > 0 是 任意 的 , 故 只 有 y(t) = o, 从 而 


z(t) = y(t) = 0, a.e.. 


推论 4.1.2 vz € L2[—x,z], i #(n) = (zen), 其 中 en = = 则 
(s= #(me, 以 2[-7, 相 范 数 收 伊 
(2) lz]; = Y 1E mP. 
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定义 42.1 设 互 是 内 积 空间 , E c H 是 线性 子 空间 , z e H. 若 存在 分 解 
z = z 十 Z2, 其 中 zl € E, zo 1 E, 则 称 zl 为 z 在 已 上 的 投影 , WH Per = z. 

定理 4.2.1 ÉE H 是 内 积 空 间 , E c H 是 线性 子 空间 , z € H, zl € E. 则 以 下 
条 件 等 价 : 

(1) Pgz = zı. 

(2) llz — zıl] = inf ||z — 2l] - (4.2.1) 

证 明 (1) = (2). # z 有 分 解 z = zi + zz, 其 中 zi € E, z> LE, W| Vz € E, 
zı — z € E, xz24(z1 — z), 于 是 


2 2 2 2 2 | 2 
由 


注意 到 z, € E, 故 lz — zl= inf llz — zil. ' 
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(2) = (1). Vz € E, 考虑 实 变量 和 的 函数 f(A) = jz - z + Xz, f) 是 连续 
的 并 且 (4.2.1) 说 明 f(^) 在 入 = 0 取 最 小 值 . 现在 由 


m 7 二 7) FO) _ jm lzor + Az|Ë — le- zi |Ë 
= lim 入 


f'(0) = 


lim mle — mz) + (zz — n) + ÀlzlË°) 
=2Re(z — 21,2), (4.2.2) 


f( 和 ) 在 入 =0 是 可 微 的 , 故 Re(z 一 z1,z) = 0. 同样 地 , 将 z 换 为 jz 得 出 Im(z—zi,z) = 
0, 从 而 (z 一 zx1,2z) = 0. z € E BARH, 最 后 得 出 (z - xi) LE. 故 Per = z. 

定理 4.2.2( 投 影 定理 ) ¿k H 是 Hilbert 空间 , E c H 是 闭 线性 子 空间 ， W 
vz € H, Pes 存在 且 唯 一 . 

证 明 ze EE, 则 Ppz=z. 若 z é E, W z, € E W8EfB |z- znl] > d(z, E) = 
d, 由 于 


2 2 
|lzm — zn = ll(z ~ £n) — (z — zm)|| 


2 


Tn + Tm 
— 4|| Í| — —* — —" 
T 2 


2 2 
=2(||£ — z+|| + Ile — zmll ) 


<2(||lz — zn||? + ||z — tml’) — 4d? — 0, 


[za] 是 Cauchy 序列 . 不 妨 设 zn 一 zo, E 闭 , 所 以 zo € E. 现在 


|z — zol| = lim ||z — z,,|| = d = inf ||z — z|], 
n—oo° z€ E 


由 定理 4.2.1, Pez=ro. 

由 于 Hilbert 空间 是 严格 凸 的 , zo 是 唯一 的 最 佳 融 近 元 . 

其 实 为 了 得 到 最 佳 带 近 元 , 定理 4.2.2 中 的 集合 E 可 以 是 任 一 闭 凸 子 集 , zo 的 
存在 唯一 性 结论 及 其 证 明 都 不 改变 . 定理 4.2.2 和 4.2.1 还 说 明 空间 一 点 到 闭 子 空间 
(Ir) 的 投影 恰恰 是 这 一 点 关于 闭 子 空间 ( 闭 凸 集 ) 的 最 佳 逼 近 元 . 不 仅 如 此 , 在 
Hilbert 空间 上 我 们 还 可 以 定量 地 计算 出 一 点 到 最 佳 逼近 元 的 距离 . 

例 4.2.1 ik H ÆHilbert 空间 , E c H 是 线性 子 空间 , dimE = n, el ,en 
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是 忆 的 一 组 规范 正 交 基 , J| Vz e H, Psz = 》 (zx,ei)ei 并 且 


i=1 


1 


d(z, E) = (iat - > (=e) : (A.2.3) 


Oo 


车 {en} 是 H 中 的 规范 正 交 集 , E = sban(e,.], W Pez = Y  (z,e;)e; 并 且 


i=1 


1 
2 


d(z, E) = (i? - > l(z, wP) . (4.2.4) 


实际 上 , $ zl = D (x, ei)ei, z2 = z — m, JI] z+ € E, Vz € E, z = 》 (2, ei)es, 
i=l i=l 
实际 计算 得 到 
(zə2, z) = (z — mi, z) = (z, z) — (x1, z) = 0, 


故 zL E, 从 而 Pes = zl = 》 (7,ei)ei. 由 投影 定理 


i=1 


n š 
d(z, E) = ||z — mill = (llel? — Ile1?)? = [at Pie) o 
j=1 


(4.2.4) 的 结论 类 似 得 到 . 

推论 4.2.1 BEH ÆHilbert 空间 , E c 是 闭 线性 子 空间 , 记 从 五 到 巨 的 投 
EATE P, WI 

(1) P: H — E 是 线性 算 子 . 

(2) |IPI| < 1. Æ E = {0}, N] P = 0; # E Z {0}, W |}PI| = 1. 

(3) E = R(P) = N(I — P), N(P)= R(I — P). 
称 妃 是 尸 的 投影 子 空间 . 

WEBA (1) Ë z = zi + rzy =y +yz HF zy € E, 22,92 LE, WJ 


ax + by = (azı + byi) + (azz + y2), 
其 中 oz, + ñ € E. W Vz € E, (zə, z) = 0, (y2, z) = 0, 4 


(az2 + Byz, z) = o(zə, z) + (y2, z) = 0. 
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所 以 azz + ByzLE. 于 是 


P(ez + by) = azı + By = aPz + BPvy, 


P 是 线性 的 . 
(2) Vz € H, # z = zi + za 是 正 交 分 解 , 则 ||z]|2 = ||zil]? + ||zə||2, 从 而 


2 2 2 
liPzll = [lef < llel, Pæ] < lel, HPI < 1. 


# E = (0), N| Vz € H, Pz = 0, # P = 0. 

# E Z (0), WE z, € E, ||zil| = 1, 使 得 Pz = m, ||P] > |IPz:||=liz:li = 1, 
A IPI = 1. 

(3) HF y € R(P) 当 且 仅 当 y = z1 + z2 时 xz2 = 0, 此 即 y 一 Py = 0 或 者 
y € N(I — P). 反 过 来 也 一 样 . 另 一 式 子 可 同样 证 明 . 

定理 4.2.3” 设 五 是 Hilbert 空间 , E c H 是 线性 子 空间 . 记 


Et = {z€ H:r1 E), 


则 
(1) E+ 是 互 的 闭 线性 子 空间 . 
(2) Æ E 是 闭 的 , 则 E+ = E. 
(3) # E ÆMH, WJ H = E@E+, 即 


H=E+E+, ENE = (0). (4.2.5) 


(4) 车 巨 是 闭 的 , P : H — E 834, MJ E+ = N(P). 

通常 称 E+ 是 EE 的 正 交 补 空间 . 由 于 (4.2.5), £ H Jë: E 5 Et 的 直 和 . 换 句 话 
说 , (3) 表明 Hilbert 空间 的 每 个 闭 子 空间 存在 正 交 补 空间 . 

证 明 (1) 车 xz,y € ET, W Vz € E, zlz,y1z, Am 


(az + By, z) = a(z, z) + Bly, z) = 0, 


故 az + By € E+, Et 是 线性 子 空间 . 

Ë zn € El, za — z, W Yz € E, (zn,z) = 0， 由 内 积 关于 变 元 的 连续 性 ， 
(z,z) = dim (za, z) = 0, 故 zLz, z € E}, Et 是 闭 的 . 

(2) Ë: E ÆW, 则 由 ELE- AÉ Ec EH. 另 一 方面 , 若 z € E++, 则 zl1E+. 
# z=zíi+z2,zi € E,zə1 E, W] zz € E+, 从 而 (z,z2) = 0. 于 是 


(£2, £2) = (£1 + z2,z2) = (z,z2) = 0, 
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故 r =0,z =m € E, B] E+ c E. RJA E = EH. 

(3) 由 定理 4.2.2, Vz € H, z = m + zə, 其 中 z, € E, zo LE, 即 z2 € E+, 从 而 
H = E+E. 5—Jrili ENE = (0). # H = E @ E+. 

(4) Vz € H, z = z + z2, 其 中 zl € E,zə LE. W z € E+ 当 且 仅 当 z+ = 0, Bp 
Pz 一 0 或 z € N(P), 从 而 E+ = N(P). 

定义 4.2.2 (1) 称 线性 算 子 了: X — X 是 睾 等 的 , 若 T2 = T. 

(2) 设 H 是 内 积 空间 , 称 T e B(H) 是 自 伴 算 子 , 若 


(Tz,y) = (7,Ty), Vz, € H. (4.2.6) 


定理 4.2.4 ik H EHilbert 空间 , P € B(H), 则 下 列 诸 条 件 等 价 ， 
(1) P 是 投影 算 子 . 

(2) P = 并且 PP 是 自 伴 的 . 

(3) P? = P #H N(P)1 R(P). 

(4) # B 是 复 空间 , 以 上 条 件 还 等 价 于 


(Pz,z)=||Pz]|2, — V< e B. (4.2.7) 
证 明 (1)=>(2). W 已 是 从 H 到 闭 线 性 子 空间 E 上 的 投影 算 子 , Vz c H, 
Pz € E, & P2z = P(Pz) = Px, T P? = P. X. Vzm,y € H,z = z+, yY = 二 yo， 
run € E, zə,g2 1 E, 则 
(Pz,y) = (zi, i + y2) = (zi, 1⁄1) 
=(z1 + ZT2,Y1) = (z, Py). 


P 自 伴 . 
( 2) 全 (3). # z e N(P), J| Px = 0; #Ẹ y € R(P), W 3x, € H, y = Pzl. 于 是 


(z,y) = (z, Pzi) = (Px, z1) = 0, 


即 N(P)LR(P). 

(3)=(1). $ E = N(I — P), E Jë H HARET ZE, 现在 验证 P ÆA H 到 
上 的 投影 算 子 . 

首先 证 明 E = R(P)， 实际 上 Vy € R(P), 3z € H,y = Pr = Pz, 从 而 
(I — P)(Pz) = 0, BJ (I — P)u = 0,y € N(I — P). 反之 , W € N(I — P), WJ 
(I — P)y = 0, y = Py € R(P), 故 R(P) = N(I — P). 
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Vz € H, W z = Pr + (z — Px). 显然 Pr € R(P) = E. X P(I — P)z = 
P(z — Pz) = 0, FÆ z — Pz € N(P). h N(P)1 R(P) 得 到 z- Pz L R(P) = E, Br 
b P ÆA H #| E Fü f. 

现在 设 H 是 复 空间 . 

(2)= (4). || P>J||2 = (Pz, Pz) = (P27, z) = (Pz, £). 

(4) 一 (2). 对 于 复 空 间 H 上 的 任 一 线性 算 子 A, 容易 验证 下 面 极 化 恒等式 成 立 : 


4(Az,y) = (A(z +y) £ +y) — (A(z - y) £ — y) 
+i(A(z + iy), £ + iy) — i(A(z — iy), £ — iy). (4.2.8) 
现在 若 Vz € H, (Pz,z)=||P=||, 则 (Pz,z) 是 实数 . 令 4 = P, 实际 计算 知道 
(Pz,y) = (Py, £) = (z, Py), 
所 以 PP 是 自 伴 的 , 从 而 
(P2z,z) = (Px, Px) = (Pz,z), vzeéeH. 
$ À = P? — P, W| (Az,z) = 0, vYze 互 .再 一 次 应 用 极 化 恒等式 得 到 


(4z,y) = 0, Vz, € H. 


于 是 4=0, 即 P = P, P 2328088. (2) 成 立 . 证 毕 . 
# 已 是 投影 算 子 , 则 


(Pz,z) = (P2z,z) = (Pz, Pz) > 0, vz € H. 


利用 这 一 点 可 以 在 投影 算 子 之 间 建 立 一 种 半 序 关系 : 设 Pe, Pu 分 别 是 从 H 到 
闭 线性 子 空间 E 和 M 上 的 投影 算 子 , 若 


(Pgz, x) > (Pmz, z), vr € H, (4.2.9) 


则 记 为 Pe > Pu (或 Pu < Pe). 
EH 4.2.5 Pe, Pu 分 别 是 Hilbert 空间 中 的 投影 算 子 . 则 以 下 诸 条 件 等 价 ， 
(1) Pu < Pe. 
(2) |lPuzl| < ||Pezl|, Vz € H. 
(3) M C E. 
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(4) Pg Pm = PuPe = Pu. 

(5) Ps 一 Pu 是 投影 算 子 . 

证 明 (1) > (2). |lPwzlP = (Puz,z) < (Pezz) = ||Pgel|Ë, 故 1Pwzll < 
|| Pgz||, Vz e€ H. 

(2) > (3). Æ z € M, WJ Pms = z, 


llPgzll? > ||Puzl|” = liz]? = liPgzll + llz — Pezll?, 


故 z 一 Pgz = 0 X Pgz = z, Bl z € E, Br) M c E. 
(3) => (4). Vr € H, Paz € M c E, 故 PPM = Pmr 或 者 Ps Pu = Pm. 
另 一 方面 , 设 z = Ppr + z2, zə LE, 从 而 zo LM. XR x = Puz + zh, z, LM, 故 
Z2 一 Z0 上 AM， 
. Pgz — Puz = —(z2 — z>)LM. 
若 记 Per = Pys + (Per 一 Pur), WERA Per 关于 线性 子 空间 M 的 正 交 分 解 
A, 从 而 Py Psz =Puz 或 Pu Ps=Pu. 
(4) = (5). 此 时 
(Pe 一 Py)? = P} — PgPm — Pu Pr + P2, 
= Pg — Pu — Pu + Pu = Pg — Pm, 
Pg 一 Pu ER GH. 
由 于 Peg, Pm 的 自 伴 性 ， Vz, € H, 
((Pe — Pm)z, y) = (Pez, y) ~ (Puz, y) 
= (z, Pey) — (z, Pus) = (z, (Pe — Pm )y). 
Pg 一 Pu 是 自 伴 的 , 故 Pp — Pu 是 投影 算 子 . 
(5) = (1). 由 
(Pez, z) — (Puz,z) = ((Pg — Pu)z,z) = ||(Pe — Pu)=l||” > 0 


得 到 . 
EH 4.2.6 i Pe, Pu 分 别 是 Hilbert 空间 中 的 投影 算 子 , 则 以 下 条 件 等 价 : 


(1) ELM. 
(2) R(Pe)LR(Pm). 
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(3) PgPxm=0( 称 Pe 与 Pu 1E28). 
(4) Pg + Pu 是 投影 算 子 . 
证 明 (1) = (2). 由 R(Pg) = E, R(Pu) = M 得 到 (2) . 


(2) => (3). Vz, y € H, (x, Pg Pmy) = (Pez, Pu) = 0, 故 PePmy = 0, 从 而 


Ps Pu = 0. 
(3) > (4). Vz € H, 由 Pg Pu = 0 f$ Ps Pu Pg = 0, +J 


|lPu Psz||? = (Pu Pgz, Pu Pez) = (Paz, PY Per) 
= (Pgz, Pu Pez) = (z, Pp Pu Paz) = 0. 


故 PuPe = 0. 现在 


(Pe + Pu)? = Pë + Ps Pu + PuPe + PY = Pe + Pu. 


X. yr, yeH, 


= (z, Pegy) + (z, Puy) 
= (z, (Pe + Pm)y). 


所 以 Pe + Pu 是 投影 算 子 . 
(4) > (1). 由 


Pg + Pm = (Pe + Pu)? = P? + Ps Pu + PuPe + P3, 


= Pg + Pg Pu + Pu Peg + Pm 


知道 
Px Pu + Pu Pk = 0. 


(4.2.10) 


ER Ps, 则 PePm + PsPu Pg = 0; AR Pe, W| PePmPe + Pu Pg = 0. 于 是 


Pg Pu = Pu Ps, 由 (4.2.10) 式 , Pg Pu = Pu Pg = 0. 
Yz € M, Puz = z, I& 0 = PgPuzr = Pgz, z LE, 所 以 MLE. 


5i 4.2.1 i H JEHilbert 空间 , {Pa} 是 豆 上 的 一 列 投影 算 子 并 且 已 点 点 收 


AF P, 即 Vz € H, Paz 一 Pz, 则 己 是 投影 算 子 . 


证 明 Vz e H, Px 一 Pzr. 由 Banach-Steinhaus 定理 , P 是 有 界线 性 算 子 . 又 


vy € R, 
(Pz,9) = lim (Phs, y) = lim (z, Pay) = (z, Py), 
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P 是 自 伴 的 . 另 一 方面 
||(P2 — P)=|| = ||(P2 — PaP + PaP — P2 + Pn — P)z|| 
Il(P— P,)(P2)l| + NP NP — Padal] + I(P ~ P.)zl| 


— 0. 


故 (P? — P)z=0, Vz € H, 即 P? = P. P 是 里 等 的 , 从 而 P 是 投影 算 子 . 
定理 4.2.7 设 互 是 Hilbert 空间 . 
(1) E {Qi} 是 一 列 两 两 正 交 (Q Q; = 0,; # j) 的 投影 算 子 , 则 存在 投影 算 子 P, 


使 得 》 Qiz > Pz 点 点 成 立 . 
i=1 
(2) # (E) 是 一 列 单调 上 升 (B, C Eji < j) 的 闭 线性 子 空间 并 且 E = Ü E,, 


则 Pz, z 一 Pgz 点 点 成 立 . 
证 明 (1) ië P, = X Qu 由 定理 4.2.6, 利用 数学 归纳 法 不 难 证 明 Ps 是 投 


i=1 
影 算 子 . 由 正 交 性 | 
(Qiz, Q;z) 一 (Q; Qiz, z) = 0 (i 天 j), 


lel? > IIP,z|2 = Pop 
i=1 j=1 


= Y (Qiz, Q;z) = Ý |IQ,z|Ë. 
i=1 


ij=1 


所 以 》 llQizl < co. X 
i=1 


2 m 
= 3 llQizl 20 (n,m e), 


i=n+1 


D Qiz 


i=n+1 


所 以 > Qiz 是 Cauchy 序列 . H 完备 , 令 Pz = lim > Qiz, 由 引 理 4.2.1, P 是 投 
i=1 i=1 


EAT. 
(2) 由 定理 4.2.6, Per 一 Pg, 是 投影 算 子 并 且 Pe, Pe, = Pr, li < ;). 故 


(Pe,, — PE,)(Pe,,, — Pg,) = Pr — Pe,,, + Pe; 一 PP， = 0. 
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又 Pe, (PE — Pg.) = Pe, — Pg, =0, 于 是 
Pg, Pe, — Pp, Pe, 一 本 


是 一 列 两 两 正 交 的 投影 算 子 序列 . 由 (1), Vz € H, 


n—l 
Pes = Ppiz+》 (Pg, — Pg,)z > Pz, 
i=1 
P 是 投影 算 子 . 现在 验证 P = Ps. 
W P = Pr. 我 们 证 明 L = E. 实际 上 , Vn > 1, En C E. 由 定理 4.2.5, 对 于 每 个 
rEH, 
liPe, zl| < llPezll. 


< n — œ, Ji] 


IIPrz|| = lim IlPs zll < IIPzzll, 


于 是 Lc E. 

另 一 方面 , Yz c En, 34 k > n BF, z € Er, É Pp,x = rx. 令 k — œ, M 
Pis = lim Pp,z = z. 所 以 z e€ L, 从 而 E, C L. n 是 任意 的 ， 并 且 E, 单调 增加 ， 
于 是 Ú E, c L, L Bl, AA E = Ü E, c L. 

n=1 n=l 

az, L= E, ġ P = P, = Pg. 
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Hilbert 空间 上 的 线性 泛 函 具有 特殊 的 表现 形式 , 下 面 定理 通常 称 为 Riesz 表现 
定理 , 它 对 于 我 们 认识 Hilbert 空间 上 的 证 函 和 算 子 起 到 了 关键 作用 . 

定理 A.3.1(Riesz) Ë H EnHilbert 空间 . W 

(1) Vy € H, f(z) = (z,y) 是 瑟 上 的 连续 线性 泛 函 并 且 


IFI = Jyll - (4.3.1) 
(2) 若 了 是 豆 上 的 连续 线性 泛 函 , 则 存在 唯一 的 yeH, 使 得 


f(z) = (z,y) Vz € H. (4.3.2) 
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证 明 (1) Ë zi,z2 € H, a, p € $, JJ 
f(ezi + Bz2) = (axı + Br2,Y) 


=Q@(z1, y) + B(z2,y) = af (z1) + Bf (z2), 


f 是 线性 的 . 又 由 不 等 式 7(zjl = (æv) < lell lll 知道 II < llyll, 7 连续. 车 
v = 0, 显然 = 0 = lol v Z 0, R z = y, MI IO) = (z) =llvlË, # 
nai > |A| =i 82. Msl = mt 


(2) Æ f = 0, K y = 0 ET. # f Z 0, # E = N(f), 已 是 豆 的 闭 极 大 真子 室 
间 . É H = E @ Et, Et # {0}. 取 z e Et, 上 zl = 1, W f(z) Z 0. £ y = f(z)z, 


z 
y € EŁ. 由 于 Vz eH, s- pry? € E, TÆ 


o= (2- 22an) 
~en- (1870) 


= (z, y) = f(a)(z, z) 
= (z, y) = f(z), 


即 f(z) = (z,y), Vz € H. 由 (1) 还 知道 jf| = liyi! 

车 另 有 y € H 使 得 f(z) = (z,y), Vz € H, W (z,y) = (z,y), Vz € H, Bl 
(x,y 一) = 0, 此 时 必 有 2 =y". 

称 定理 4.3.1 中 的 y 是 线性 泛 函 f 的 表现 . 

j 五 上 的 连续 线性 泛 函 全 体 为 H", 定理 43.1 表明 从 集合 论 的 观点 来 看 , H 与 
H* 是 相同 的 . 

定理 4.3.2” 设 五 是 Hilbert 空间 , H* Æ H Hii M. 

(1) 若 映射 T: H* 一 H, T f = v, 其 中 y 是 f 的 表现 , 则 


T(afi +Bf2)=aT(f)+BT(fo), — VA, fa € H*, (4.3.3) 


了 是 到 上 的 并 且 vf e R*, |IT fl] = Ill. 
(2) 


(Tf,Tg)=(f,9), VA,g € H°. (4.3.4) 


(3) Æ J EA H B H** 的 自然 嵌入 算 子 , 则 J 是 到 上 的 线性 映射 并 且 ||Jz|| = 
||lzll, Vz € H. 
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通常 称 满足 (4.3.3) 的 T 是 共 罗 线 性 的 . 

证 明 (1) E Th = ,Th = y2, a,b € %@, W Vz e H, j(z) = (x,%), 
falx) = (z,yz). 于 是 

(afi + Bf2)(z) =afı (£) + Bf>(z) 
=o(z, yı) + p(z, y2) = (z, Gn + Bo), 

即 T(afi + B fa) = ay + Byz = GT(f,) + BT(f.). 由 定理 4.3.1 知道 了 是 到 上 的 , 并 
H. [ITAI = llul = illl, Vf e H*. 

(2) 由 |IT(f + 9)|| = ||f + gl), ITO — 9)|| = |f — gll, JI 

Re(Tf, Tg) = HITO + oP — IITE — g9)ll2] 


1 


=z llf + gl? — II — oll?) = Re(f, g). 


将 f 换 为 if, WU 
Re(Tif, Tg) = Re(if, g). 
又 由 了 HHRH (TS, Tg) = i(Tif, Tg), 所 以 


从 而 


(Tf,Tg)=(f,9), — Vf,g € H*. 
(3) 设 J JA H B) H” J Ë SIR AT, W Vz € H, 
Jely) =y(z) WeH’. 
若 zi,z2 € H, @,ß € $, M 
J(azı + Br2)(y) =ylazı + Br2) 
=ay(z1) + Bu(z2) = aJzı (y) + 8Jzə(u) 
=(aJzı + pJz2)(y), 


y 是 任意 的 . 故 J(azi + pr2) = oJzi + BJzo. 
Vz*" € H", 由 定理 4.3.1, 存在 y* € H", 使 得 2**(f) = (f,y*), Vf e H", 并且 
|lz**|| = lyti. Æ T Æ (1) 中 的 映射 , 不 妨 设 Ty* = z, 由 (2), 


z**(f) = (F y*) = (Ty", T f) = f(z), 
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故 Jr = z**. J 是 到 上 的 , 并 且 
lJa = ||z**]| = a*l = Tyl = Iel. 


证 毕 . 

这 里 注意 T : H* — H 是 共 斩 线 性 的 但 不 是 线性 的 . 因此 按照 线性 同 构 的 观点 
来 看 , 当 o 是 复 空间 时 , 尽管 H* 与 H 之 间 存 在 一 一 的 到 上 的 映射 ,但 H* Z H. 另 
一 方面 , 定理 4.3.2(3) 与 我 们 关于 一 致 凸 空间 的 结论 是 一 致 的 , 即 Hilbert 空间 是 自 
反 空 间 , 从 而 .Hilbert 空间 的 闭 单位 球 是 w 紧 的 等 . 

定义 4.3.1 设 五 是 Hilbert 空间 , p: H x H — $ 是 一 个 映射 

(1) 称 y 是 一 五 线性 的 , 车 Vz,y,z € H, e, B € $, 


plax + Py, z) = ay(z,z) + Bely, z), 
p(z,ay + Bz) = Go(z,y) + Belg, 2). (4.3.5) 


(2) 称 y 是 对 称 (ER Hermite) 的 , 若 p(z, y) = p(y, 2). 
(3) 称 是 有 界 的 , 若 存 在 C > 0, 


lp(z,DI < Cllzll llyll, ve,y € H, 
此 时 记 其 范 数 为 
ikel = sup{lp(z, y): llzll < Ilyll < 1}. (4.3.6) 


下 面 定 理 可 以 看 成 有 界 一 : 五 线性 证 函 的 表现 定理 . 
定理 4.3.3 ” 设 互 是 Hilbert 空间 , 则 wp: 五 x 五 一 $ 是 有 界 一 .五 线性 泛 函 
当 且 仅 当 存在 了 e B(H), 使 得 


p(z,y) = (Tx, y), Vz, € H, (4.3.7) 


此 时 有 Jell = IIT. 
证 明 ”充分 性 . i T € B(H), 记 e(z,u) = (Tz, y), M Vz,y,z € H, a,ß € $, 
plax + py, z) = (T'(ez + By), z) 
=a(Tz,z) + B(Ty,z) = ap(7z, z) + Bp(y, z), 


p(z, ay + Bz) = (Tz, ay + Bz) = a(z, y) + Bola, z). 
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由 于 
lele yll = (Tz, y)| < Tall hyll < ITI et yl, 


于 是 lell < IIT. ç 是 有 界 的 . 
必要 性 . 若 ple, y) 是 有 界 一 五 线性 的 , Vz € H, $ f(y) = e(z,1), Yy € H JE 
H 上 的 连续 线性 泛 函 . 实际 上 ， 


Ia) = le(z,u)| < Iel llel lyh - 
由 定理 4.3.1, 存在 z € H, 使 得 f(y) = (u, z). iË T : H — H, Te = z, 则 一 方面 
(Tz, y) = (z,z) = Kg 2) = fly) =plz,y) — Vz,y € H; 


另 一 方面 , # Tr Z 0, $ y= i T 则 


Ira = Sir = (r (r) Fan) el =e (Gp preg) hall < ll lke, 


故 ITI < Illl. 
T H y 唯一 决定 的 . 实际 上 , ERA T 使 得 


(Tix, y) = @(z,v) = (Tz,y),  Yz,y € H, 


则 由 y 的 任意 性 , VA Tis = Tz. HH z 的 任意 性 ， 得 到 T =T. 最 后 由 上 面 证 明 


知道 |IT'|| = Illl- 
定理 4.3.4 ü H 是 Hilbert 空间 , A e B(H), 则 存在 唯一 的 B € B(H), 使 得 


(Az, y) = (z, By), vr,y € H. (4.3.8) 
证 明令 plz, y) = (z, Ay), 则 ç 是 一 . EREZA, 并 且 
lp(z,9)| = |(z, Ag)| < ||zl| liAyl| < HAI] yi, 


o 是 有 界 的 . 由 定理 4.3.3, 存在 B E€ B(H), 使 得 p(z,y) = (Bz,y), 于 是 (Ay,z) = 
(y, Bz). 交换 z 与 y 的 符号 即 得 (4z,y) = (z, By). 
定义 4.3.2 Ë H JEHilbert 空间 ,Te B(H), 若 存在 T* € B(H), 使 得 


(Tz, y) = (x,T*y) — Vz,y €H, 


称 T” 是 了 的 伴随 算 子 . 
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定理 4.3.4 说 明 , 对 于 任 一 有 界线 性 算 子 Te B(H), 相应 于 了 的 伴随 算 子 存在 . 
此 外 , 在 4.2 节 中 我 们 讨论 过 自 伴 算 子 , 自 伴 算 子 即 满足 T* = 了 的 伴随 算 子 . 注意 ， 
与 Banach 空间 情况 略 有 不 同 的 是 , 映射 7 一 T" ERRER. 

命题 4.3.1 i H Hilbert 空间 , A € B(H), 以 下 诸 条 件 等 价 ， 

(1) 4 是 自 伴 算 子 . 

(2) p(z,y) = (Ax, y) 是 对 称 的 . 

# H ERZA, 则 以 上 还 等 价 于 : 

(3) Vz € H, p(z,z) = (Ax, £) 是 实数 . 

证 明 (1)=(2). 只 需 注 意 vz,ye H, 

e(z,y) = (Az,y) = (z, Ay) = (Ay, +) = ply, 7). 


(2)=>(1). 注意 (4z,y) = p(z, y) = p(y, z) = (Ay, z) = (z, Ay). 
(1)>(3). 由 e(z,z) = (z, Az) = (Ax, £) = p(z, 1) 知道 p(x, z) 是 实数 
现在 设 H 是 复 空间 , 我 们 证 明 (3)=>(2) 成 立 . 实际 上 利用 极 化 恒等式 得 到 


4o(z,y) =4(Az,g) 
=(A(z +y) z +y) -— (A(z — ,7— y) 
+i(A(z + iy), x + iy) — i(A(z — iy), x — iy) 
=p(£ +y, £ +y) — p(z -y,T-—y) 
+ip(z + iy, £ + iy) ~ ip(z — iy, z — iy). 
利用 w(z,z) 是 实数 容易 得 出 p(z,y) = plu, 1), 故 为 对 称 的 . 
例 4.3.1 Ë (e;:1 < j<n) E C" 的 规范 正 交 基 , A e B(C"), 其 中 


Aer = Y` ape, k=1,...,n. 
了 一 1 
A 对 应 的 是 n xn 阶 方 阵 (arj), 其 中 ak; = (Aer, ez). 
Vz = Y teer, Ar = ye4es 一 ya p so) . 
k=1 k=1 k=1 j=1 
由 定理 4.3.4, 4 WHER 4* 是 存在 的 , 并 且 由 定义 知道 , 若 4* = (br), 则 


bx; = (A*ex,e;) = (ej, A*er) = (Aej, er) = 677, 
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Bp 4* 是 4 B$ E ES M: BE. 
同样 地 , 对 于 可 分 Hilbert 空间 H, 若 {en : n > 1} 是 H 的 规范 正 交 基 , T < 
B(H), W T 表现 为 一 个 无 穷 矩 阵 (ar) 其 中 


Co 
Tek = Dagjes, kzi 
j=1 


( 见 例 3.3.4). 此 时 车 bjk = Gk, 则 与 B = (bjr) 相应 的 算 子 是 4 的 伴随 算 子 . 
例 4.3.2 i$ A: L2 |a, b] — L? [a,b], 


b 
(Az)(t) = f K(t,s)z(s)ds, Yæ € L? [a,b], 


其 中 K(t,s) 是 a < t < b, a < sb 上 可 测 且 平方 可 积 的 阔 数 . 
由 H6lder 不 等 式 容 易 验 证 4 是 有 界线 性 算 子 , 故 4* 存在 . 实际 上 ， 


A*z(t) = f ° Kl(s,t)z(s)ds, Vz € L? [a,b]. 


因为 由 定义 
(z, A*y) -f 0f K (s, t)y(s}dsdt 
p K: 
-f z) f K(s,t)u(s)dsdt 
-f f K(s,t)z(t)u(s)dsdt 
ja ⁄ b 
=f (/ K(t, =e y(t)at 
=(Azx,y), vz,y € L? [a,b], 


车 K(s,t) = Kt, s), W| 4 是 自 伴 算 子 . 
定理 4.3.5 i H EHilbert 空间 , A, B € B(H), 则 
(1) (aA + 8B)* = GA* + BB*. 
(2) A** = A. 
(3) (AB)* = B* A*. 
(4) A*I? = IAI? = || A* A|. 


4.3，“ 自 伴 算 子 与 一 . 五 线性 泛 函 


证 明 (1) Vz=,y € H, a,b € $, 
((aA + BB)z, y) = (Az + BBz,y) 
=a(Az,y) + B(Bz,g) 
=a(x, A*y) + B(x, B*y) 
= (x, (aA* + BB*)y), 
故 (aA + BB)" = G&A* + BB*. 
(2) Vz,y € H, 
(A*y,z) = (z, A*y) = (Az, y) = (y, Az), 
故 A = (A*)* = A**. 
(3) A, B € B(H), 故 AB € B(H), (4B)* 存在 vz,y € H, 
(ABz, y) = (Bz, A"y) = (z, B*A*y), 
ik (4B)* = B*A*. 
(4) Vz,y € H,(Az,y) = (z, A*y). # Az Z 0, WJ 


(Az,Az) _ 1 , 
Az ~ jaa 4 42) 


Az Az 
= A* —P 一 x A* 
(z an) < | (人 
所 以 IAIL < A*I- 又 由 (2), [LAIL < IAI = IAIN, 于 是 |IA*]| = IAI: 
上 式 又 可 以 写成 |4zl|? = (z, A" Az) < ||A* All |z], 8 


llAz|| = 


lizll < A*I llæll - 


IA]? = sup ||Az||? < ||A*Al]. 


llzllg1 


BAR ||A"All < ||A*IIlAll = IAI, ë ||4*|]? = llA||?=l|A* All. 
定理 4.3.6 i H ÆHilbert 空间 , A € B(H), 4* 是 A 的 伴随 算 子 , 则 


N(A) = BC4*)L， 
N(A*) = R(A)+, 


R(A) = N(A*)+, 
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R(A*) = N(A)+. 
证 明 # z eN(A), W Az = 0. Vy € H, 
0 = (Ax, y) = (z, A*y), 


故 c LR(A*), z € R(A*)}, 所 以 N(A) c R(4*)+. 反之 , Vz € R(A*)}, (x, A*y) = 0, 
Yy € H, 从 而 
(Ax, y) = (x, A*y) = 0. 

y 任意 , 故 hz =0, z € N(A), R(A*)+ c N(A). 总 之 N(4) = R(4*)+. 

由 此 N(A*) = R(A*)+ = R(A)+. 

同样 地 由 第 一 式 知道 N(A) = R(A*)++. 但 显然 R(A")1 = R) ,由 4.2 节 
定理 4.2.3, R(A*) = CA) =R(4*)LL, k R(A*) = N(4)+, 第 四 式 成 立 . 

最 后 N(4*)+ = R(A**) = R(A). 

定理 4.3.7 (Lax-Milgram) ji H ÆHilbert 空间 , y : H x H > $ 是 一 .五 线 
性 的 . E p # PL3F B #f#E r > 0, 使 得 


|e(z,z)| 2 rljæl?, — Vz e H, (4.3.9) 
则 存在 4e B(H), A 可 道 , |Aa-1| <r 并且 
plz,y) = (z, Ay) — Vz,v € H. 
证 明 ”由 定理 43.3 知道 存在 A e BH), 使 得 
p(z, y) = (Az, y) = (z, A*y). 
由 定理 中 条 件 , 当 z = v 时 
rlzll < le(z,)| < IlM4zllllzl， 


或 者 
r|lzl|< ll4zl， Vz eH, (4.3.10) 


这 说 明 4 是 可 逆 的 . 同样 地 还 有 


rllzll < Az], Yz € H, 


43 自 伴 算 子 与 一 五 线性 证 函 . 159 - 


即 4* 也 是 可 道 的 , 从 而 N(4*) = (0). 根据 定理 4.3.6 第 二 式 , R(A) = H. X 
(4.3.9), 若 Yn 一 4zn — Y, 则 
T ||En — mi| < ||ATn — Azml| 一 0 (m,n 一 oo)， 
于 是 {zn} 是 Cauchy 序列 . H 完备 , 不 妨 设 zn 一 zo, 从 而 
y= im yn = lim Az, = Azo, 
El y € R(A). 这 说 明 R(A) 是 闭 的 . 于 是 R(4) = H. 4 是 一 一 的 到 上 的 , 由 道 算 子 
定理 A! 是 定义 在 整个 H EH. $ z= A-1y, vy € H, WJ (4.3.9) 表明 


r||A "y| < tlyll, 


于 是 ||A-1|| <rt. 证 毕 . 
定理 4.3.8 i H JEHilbert 空间 , T € B(H) 是 自 伴 的 , WI 


IIT] = sup [|(Tz,z)]. (4.3.11) 


llzlls1 
证 明 首先 对 于 lell < 148 
I(T=,z)| < Tzll llall < llllzl < ITI, 


故 sup |(Tz=,z)| < |ITII. 
llzllsa 


车 记 (4.3.10) KWAWA r, 则 Vz € H, 4 z #0 BÍ 


a) a) S 
或 |(Tz,z)| < r lizi’. 由 自 伴 性 , 实际 计算 知道 
(Te +wu),z+w)—(T(z — y), £ 一切 
=2(Tz,y) + 2(T'y,z) 


=2(T'z,y) + 2(y, Tx) = 4Re(Tz, y), 


从 而 
IRe(Tz,y)| < 3 (le + yl? + lle- yl) < 5all? + liyi). 
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JR e° 使 得 
(Tz, y)| =° (Tz, y) = (T(z), y) 


<£ (lez + llull?) = = (lz 十 lvli?) : 


实际 上 此 式 关于 Yzy e H RL ETa Z 0, + y= El Te 代入 上 式 有 liralls 
r llall, 于 是 TI| < r 总 之 (4.3.10) 成 立 

下 面 是 两 类 更 广泛 的 算 于 . 

定义 4.3.3” 设 五 是 复 Hilbert 空间 , T € B(B). 

(GD) 着 TeT = TT* = 1, NE T EET. 这 里 了 是 单位 算 子 

(2) # T*T = TT*, 则 称 工 是 正常 算 子 . 

容易 知道 , 投影 算 于 、 自 伴 算 于 和 西 算 子 都 是 正常 算 子 

定理 4.3.9 i$ H ÆHilbert 空间 , 则 


(1) 工 是 西 算 子 当 且 仅 当 工 是 到 上 的 并 且 
(Tz, Ty) = (zu), Vr,ye z, (4.3.12) 
或 者 
Hire] = |z], — Vz € H. (4.3.13) 
(2) T 是 正常 算 子 当 且 仅 当 
IIrzll = IT*zll， vreH. (4.3.14) 


(3) T € B(H) 是 正常 算 子 当 且 仅 当 了 HAET = T + iT;, 其 中 T, T> 是 自 
伴 算 子 并 且 TT, = TT. 

(4) # Ta € B(H) 是 正常 算 子 , IT — T|| — 0, 则 工 是 正常 算 子 . 

证 明 (1) 应 用 极 化 恒等式 容易 知道 (4.3.12) 与 (4.3.13) 是 等 价 的 . 由 西 算 子 的 
EX, T*Tz =TT*z = z, FË T M T 都 是 到 上 的 . 此 时 


(z,y) = (T*Tz,y) = (T'z, Ty), 


故 (4.3.11) RE. RH (4.3.12) 成 立时 , Vz, € H, (z,y) = 《T*Tz,y), 于 是 
7T*Tz = 7z, 即 7T*T = I. 同样 地 , TT* = I. 


43 自 伴 算 子 与 一 五 线性 泛 函 . 161 . 


(2) 34 (4.3.14) 成 立时 , Yz € H, (Tz,Tz) = (T*z,T*z), 从 而 (7T*Tz,7z) = 
(TT*x, z) 或 ((T*T — TT*)z, z) = 0, 再 应 用 极 化 恒等式 便 得 到 T*T —-TT* = 0, 即 
人 是 正常 算 子 . 反 过 来 的 证 明 是 容易 的 . 

(3) # Ti, Tx 是 自 伴 的 并 且 TR = Ty, T = TY + Ty, WJ 

TT* = (T, + iT;)(Ti + iT>)* 
= (Ti + iTo)(Tı — iT2) 
= (Ti — ITx)(T) + iT) = T*T, 
所 以 了 是 正常 的 . 反之 , 若是 正常 的 , 则 
n=iT+ T), m= (T_T) 
是 可 交换 的 自 伴 算 子 , 并 且 了 = T, + il;,. 

(4) 注意 此 时 | 一 TT 一 0 并 且 7T*T% = ThT*, 由 此 过 渡 到 极限 不 难得 到 所 
要 的 结论 . 

例 4.3.3 考虑 空间 L2[-z,z] 及 其 正 交 基 {ei"t :n= 00,+1,+2,...), 车 定义 
T € B(L2[--7,]), 使 得 Ten = en41, Vn = 0, 土 1, 土 2,…-( 这 里 记 en (t) = eint), W T 
是 酉 算 子 . 实际 上 为 求 T*, 只 需 考 虑 

1, m =n - 1, 
(T*en, €m) = (ex, Tem) = (en, Eem+1) 一 
0, m =m -— 1. 
于 是 必 有 T*en = en-1, Vn, 从 而 知道 T*T = TT* = I. 

例 4.3.4 考虑 复 平面 上 的 有 界 闭 集 N, 记 Q 上 的 Borel 测度 为 u, LR, 用 
是 马上 定义 的 关于 /可 测 并 且 平 方 可 积 的 函数 全 体 , ATT : LR, u) — L2, u) 
定义 为 

(T'ë)(z) = z£ (2), 


则 工 是 正常 的 . IR T, REME Yn e L(A, p), 
(n. T*£) = (Tn,€) = -f zn(2)E(2)da = f, n(z)E€(2Ə)qu, 
1 是 任意 的 , 故 必 有 T'E = zele). 于 是 
(TT"E)(2) = Tz€(2)) = alé(z). 
另 一 方面 
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(TT*é)(z) = T(z(z)) = |z|2€(z), 
(T*TE)(2) = T*(z&(z)) = |z|2€(2). 


所 以 T*T = TT*, 了 是 正常 算 子 . 
习 题 4 


1. 证 明 平 行 四 边 形 公式 成 立 当 且 仅 当下 面 两 条 件 之 一 成 立 ; 
(1) lle + s|? + lle — yll? < 2(Jlz] + llull’), Vz,y € H. 
(2) |z + yl? + læ — yl? > (llel? + lll), ve,y € H. 
2. 设 H 是 内 积 空间 , z, Wi € H(i > 1), W 
(1) z=Lspan (z, : i > 1} MHNA x 上 yi (i 2 1). 
(2) z1Leo {yi : i > 1} ERA zw (i 2 1). 
3. 对 于 内 积 空间 H, 下 述 条 件 等 价 ， 
(1) zLy. 
. (2) ||z + oyl| > llzl|, Ve € $. 
(3) |z + ayl| = llz — ayll, Ve € $. 
(4) # H 还 是 实 空间 , |ie + yl? = liel? + Ily. 
4. # H 是 Hilbert 空间 , (z+) 是 H 中 的 正 交 集 , 则 以 下 三 条 等 价 ， 


() Y za (2) Vy e E, Y (zn, y) et; 
n=l n=l 


(3) X |zn]]? 收敛 
n=l 
5. 设 H 是 内 积 空间 , {e1 < í < n) 是 互 中 的 规范 正 交 集 , z e H. 则 


n 
r J Oies 
i=1 


下 (al an) = 


达到 极 小 值 当 且 仅 当 as = (z,ei), 1 < í < n. 

6. 利用 投影 定理 求实 数 titz- ,tn, 使 得 

(š) (+. 
(eE es) 

达到 极 小 , 其 中 (1P, zD... ePi 1,2,…,m) 是 已 知 的 实数 组 . ` 

7. 设 H JEHilbert 空间 {en}, {e4} 都 是 H 中 的 规范 正 交集 并 且 J ||e; — ei]? < 1, 证 

i=l 

HE (es) 是 完备 正 交集 , 则 {en} 也 是 。 ， 

8， 验 证 Yalt) = (2°n!/m) È e" H,() 是 L?(-00,00) 上 的 正 交 基 其 中 Halt) = 
(—1)"e eqe e 是 Hermite 多 项 式 . 
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9. WE Gn (t) = Fet L, (t) Æ 12(0,oo) 上 的 正 交 基 ,其 中 In) = e de 是 Laguerre 
函数 系 . 
10， 设 D = {|z| < 1) 是 复 平面 中 的 单位 图 2(D) 的 定义 如 习题 1 第 16 题 , 验证 
ON > 1) 是 H2(D) WEZE. 
11. 设 H 是 Hilbert 空间 , {un} 是 H 中 一 列 单位 向 量 , 满足 


a2 = >` (ui, u;)|? < oo. 
ij 
则 对 于 任 一 列 标量 {a}, 


< (1+0) J la}, 


€I 


(1—a)) la: < 


€I 


》 Qius 


icl 


其 中 工 c N 是 任 一 有 限 集 . 由 此 证 明 》 au 依 H 中 范 数 收敛 当 且 仅 当 》 Jo? < co. 


i=l i=1 
12. 设 f € D’ [a,b (ZZM), 若 f f(t)t"dt = 0, n > 0, W f(t) = 0, a.e.. 
13. 设 f € L2[—m, m] (8228), 3 f “Deitdt = 0, n =0, +1, +2, ---, RJ f(t) = 0, ae.. 
14. 举例 说 明定 理 4.1.6 的 (4) 与 (6) 不 是 等 价 的 , 假若 H 不 是 完备 内 积 空间 
15. # H 是 内 积 空间 , M,N C H. 
(1) 若 MIN, 则 M c N£, N C M`. 
(2) # M c N, M| M: 5 N. 
(3) M+ = (MY. 
16. ¥ E C H 是 线性 子 空间 并 且 Vz € H, z 在 巨 上 的 投影 存在 , 则 E 是 闭 的 . 
17. Æ E C H 是 线性 子 空间 , 则 E 在 H 中 稠密 当 且 仅 当 Vz € H, z1 E, W z = 0. 
18. ## Pi, P; 是 投影 算 子 , WJ P, P, 是 投影 算 子 当 且 仅 当 P, P; = PaP. 
19. i& E Æ 惠 的 闭 线性 子 空间 , z € H, M 


d(z, E) = sup(|(z,u)| : Ilyl| = 1,y € E+}. 


以 下 设 H 是 复 Hilbert 空间 . 

20. 设 Pa 是 H 上 的 投影 算 子 序列 , 并 且 Ph < Pari (n = 1,2,:-:). 证 明 存 在 投影 算 子 P, 
使 得 Pn 一 PAARI. 

21. 证 明 ， | 

(1) # TX, T; 是 自 伴 算 子 , W Tr + T> 也 是 . 若 Ty T> = 了 TT, 则 Ti T 也 是 . 

(2) 若 工 是 自 伴 算 子 , k 为 实数 , 则 kT 是 自 伴 算 子 . 

(3) # T,, 是 自 伴 算 子 并 且 | 7 — T|| 一 0, W T 是 自 伴 算 子 . 

(4) 了 是 自 伴 算 子 , 则 N (T) = R(T)+. 
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22, 设 E C H 是 闭 凸 集 , z € H, 为 了 zo 是 z XF E WREDEN, 必须 并 且 只 须 
Re(z — zo, y — zo) < 0, vy € E. 


23. 设 J € B(H) 是 自 伴 算 子 , 若 存在 c > 0, 使 得 Vz € H,(Jz,z) > c(z,z), 则 [x,y] = 
(Jz,y) 是 H 上 的 内 积 , 并 且 (H, [,]) 是 Hilbert 空间 . 

24. 设 A € B(H), W A+ A" = 0 当 目 仅 当 Re(4z,z) = 0, Vr € H. 

25. # T € B(H) 并 且 (Tz,z) = 0, Vz € H, JJ T = 0. 

26. WEH T : Lafa, b] — Lola, b], (Tz)(t) = tz(t) 是 自 伴 算 子 . 

27. W T : l — l2, Tz = (XNizi,À222,::), Vz = (zi,zə2,::) Ela, 则 人 是 自 伴 算 子 当 且 
仅 当 An 是 实数 (n > 1). ` 

28. 设 {en,n > 1} Æ H PHRREXR, An € $, EXT : H — H, Ta = 3 Ón(z;en)en, 


n=1 
证 明 若 An 是 有 界 数列 , 则 T e B(H), T 是 自 伴 算 子 当 且 仅 当 An 是 实数 . 
29. 直接 证 明 可 分 Hilbert 空间 上 的 每 个 紧 算 子 是 一 列 有 界 的 有 限 秩 算 子 的 极限 . 
30. 证 明代: L2[0, 00) 一 La0,co), (Tz)(t) = z(t + a) (a > 0) 是 酉 算 子 . 
31. 证 明 空间 L.(R") 上 的 Fourier 变换 


—2nst 
gz(s) = f z(tjedt, Vz € La(R”) 
R” 


是 西 算 子 . 
32. 设 U 是 酉 算 子 , WH T 是 投影 算 子 、 自 伴 算 子 、 西 算 子 、 正 常 算 子 时 , UCTU 也 是 . 
33. 设 T e B(H), 证 明 ， 
(1) T +T" 是 正常 算 子 . 
. (2) 车 工 是 正常 算 子 , 则 VA € C, XT, I + AT 是 正常 算 子 . 
(3) ÆT, S 是 正常 算 子 并 且 了 全 5 S*, S 与 T" 可 交换 , W| TS 是 正常 的 . 
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线性 算 子 的 谱 理论 是 与 解 各 种 类 型 的 算 子 方程 紧密 联系 的 ， 它 起 源 于 代数 方 
程 、 线 性 方程 组 、 积 分 方程 和 微分 方程 的 特征 值 问题 . 实际 上 在 泛 函 分 析 产 生 的 早 
期 , Volterra、Fredholm、Hilbert 等 人 就 研究 过 这 样 的 问题 , 同时 它 也 是 泛 函 分 析 中 
经 久 不 衰 的 研究 课题 ,本章 首先 讨论 算 子 的 正则 性 和 谱 的 基本 性 质 , 然后 着 重 叙述 
Riesz-Schauder 关于 紧 算 子 的 谱 论 和 Hilbert 空间 上 自 伴 算 子 的 谱 论 ， 最 后 介绍 谱系 
和 谱 分 解 问题 . 


51 KATSIR 


设 X 是 线性 赋 范 空间 , B(X) 是 六 上 全 体 有 界线 性 算 子 构成 的 空间 , 我 们 已 经 
知道 B(X) 是 线性 赋 范 空间 . 实际 上 , 在 B(X) 中 还 可 以 引进 另 一 种 运算 一 一 算 子 
的 乘法 . 

对 于 两 个 算 子 A,B € B(X), 规定 


AB(z) = A(B(z)), Vz € X. 


这 种 运算 满足 
A(BO) = (AB)C, 
A(B +O) = AB + AC, 
(A+ B)C = AC + BC, 
k(AB) = (kA)B = A(kB), ke 9. 


以 了 表示 单位 算 子 , 则 A = 14 = 4. 若是 B(X) 上 的 范 数 , 则 
ABI < Al |IBI, VA, B € B(X). 


由 于 B(X) 中 能 够 引进 乘法 运算 并 且 具 有 以 上 人 性质, 我 们 称 B(X) 是 一 个 赋 范 代数 ， 
称 了 是 单位 元 . 若 B(X) 还 是 完备 的 , 则 称 为 Banach 代数 . 

Banach 代数 的 概念 也 可 以 完全 公理 式 地 加 以 定义 . 不 过 , 本 质 上 说 来 ， 任何 一 
个 Banach 代数 都 可 以 看 成 某 个 空间 上 的 算 子 代数 . 
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前 面 几 章 我 们 已 经 接触 过 逆 算 子 的 概念 , 并 且 知道 当 4 是 线性 算 子 时 , 若 AT 
存在 , WJ A 也 是 线性 算 子 . 现在 我 们 将 从 B(X) 中 元 素 的 角度 进一步 考察 道 算 子 . 

定义 5.1.1 称 4eB(X) 是 正则 算 子 , # 4 是 到 上 的 一 一 的 , 并 且 A 是 有 
界 算 子 . 

定理 5.1.1 tX 是 Banach 空间 , A € B(X), 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) 4 是 正则 算 子 . 

(2) 存在 Be B(X), AB = BA = I. 此 时 B 即 是 A-t. 

(3) 4 是 到 上 的 并 且 存 在 a > 0, ||Az]|| > allz||, Vz € X. 

(4) 4 是 一 一 的 到 上 的 . 

证 明 (1)=>(2). 若 4 是 正则 算 子 , A 存在 并 且 4-1e B(X), 取 B= A, 
MJ AB = BA = I. 

(2)= (3). 实际 上 Yr € X, $ y = Az. 由 B4= 了 知道 By = BAr = z, 于 是 


llzll = l|Bgll < IBI] Ilyli = lIBII Il Ali. 
XH 1= |Z < [A BI ARE IBI Z 0. 取 IBI = a, 则 从 上 式 得 到 


1 
||A4zl| > jpj!!! = lll, Vz € X. 


H AB = Ë 4 是 到 上 的 . 

(3)=(4). 车 Az = 0, W| z = 0, # N(A) = {0}. 

(4)=>(1). H N(A) = {0} 知道 4 是 一 一 的 , 于 是 A 存在 . 又 4 到 上 , 根据 
首 算 子 定理 知道 A € B(X). 

定理 5.1.2 设 4, Be B(X). 

(1) 车 A 是 正则 算 子 , 则 A 是 正则 算 子 并 且 (4-!)-! = A. 

(2) Æ A, B 是 正则 算 子 , MJ AB 是 正则 算 子 并 且 


(4B)-!= 已 -14-1. 


(3) € 4 是 正则 算 子 , W A 是 正则 算 子 并 且 (A*) 1 = (4-1)*. 

证 明 (1) 4 正则 , 故 A` € B(X) 并 且 44-1 = 4-14 = L. H A € B(X), 
从 定理 5.1.1(2) 知 4-1 正则 , 并 且 4 = (471). 

(2) 由 正则 性 的 定义 , 4-!, B~! € B(X) 并 且 


AA! = A 1A=1, BB-!=B-'1B=I. 
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于 是 
(B-1A-1)XAB)= B-1l(A-1A)B = B-!B =I, 
(AB)X(B-1l1A-l1) = A(BB-`1)A-l= AA™! = I. 
故 AB 正则 并 且 (AB) = B-1A-1, 
(3) H A-1 € B(X), W (A-1)* FE, 3EEL (A-1)* € B(X*). X AA-1 = A'A = 
Ix, FERRAR 
A*(A-1)* 一 (A-1)* A* = I% 一 Ix-. 
故 (A*)-1 = (A-1)*. 
以 下 我 们 就 复 空间 进行 讨论 . 这 是 为 了 充分 应 用 复 解析 函数 的 优越 性 质 . 
注意 对 于 Banach 代数 B(X), 关于 算 子 4 的 多 项 式 


ao7 十 al4 十 … 十 an4n" 
总 是 有 意义 的 . 同时 算 子 睾 级 数 》 an4"(40 = T) 的 收敛 性 乃至 算 子 函 数 F(A) 的 
n=0 
解析 性 都 可 以 在 一 定 意义 上 加 以 定义 . 例如 , 表达 式 


2 Ar A2n+1 
A_ 全 n 
e -2 A sin 4 = > 1) Gant 


等 在 算 子 范 数 意义 下 收敛 , 因此 它们 都 代表 BX) 中 确定 的 元 素 . 下 面 定理 中 出 现 
的 多 项 式 和 将 级 数 也 是 如 此 . 

定理 5.1.3 (von Neumann) 设 X 是 Banach 空间 , A € B(X) À € C. # 
IAIL < | 用, 则 六 -4 是 正则 算 子 . 


证 明 $B, -Y yr Fp l-a Mo<a<i, 并 且 


TT jajji 1 __ 
IB. < > Ar < <> A S Bo) DA AT 
于 是 Bn € B(X). 对 于 每 个 zeX, 若 mm > n, WJ 


m A: 
> N+” 
i=n+1 


{Bnr} 是 Cauchy 序列 , 故 im Bnz 存在 . 由 Banach-Steinhaus 定理 , 存在 B € B(X), 
使 得 


am 十 1 


Bms — Ball < <= . 


lim Baz = Br, Vz € X. (5.1.1) 
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又 Ae B(X), A — À € B(X). 对 于 每 个 zeX， 
(M — A)Bz = lim (AM - A)B,z ` 
. T A: 
= lim (M — A) (È r) z 
. rA <. Al 
= m rZ: E 


i= 


. An+1 
i (:- Sa) z = Iz, 


Ep (AI — A)B = I. 
另 一 方面 , 在 (5.1.1) 中 , 以 (AI 一 4)z 代替 z, 则 


， T A: 
B(AI-— Ajs = lim [> s) (M — A)z 
i=0 


n A: n Ai+1 
-J (> x sr) i 
i=0 i= 
An+1 
= im (r- A) = Iz, 


即 BOI- A)= I. | 
由 定理 3.1.1(2) 知 , MT — 4 是 正则 算 子 并 且 B = (XT — A)”1. 换 句 话说 , 在 算 子 
的 点 点 收敛 (实际 上 也 可 证 明 在 算 子 范 数 收敛 ) 意义 下 


aO 志 A" 
A-4 =) SETT: (5.1.2) 
n=0 


由 Banach-Steinhaus 定理 的 结论 还 知道 
1 


AL- A) 1|| = |IB|I < lim Bai] < ———.p 
II( ) | = IBI] < lim |IB,II A- Ali 


定理 5.1.3 的 结论 使 得 算 子 和 T — 4 的 正则 性 与 复 平面 上 的 点 联系 起 来 , 由 此 我 
们 可 以 将 整个 复 平面 上 的 点 分 为 若干 类 型 , 具体 地 说 有 如 下 定义 . 

EN 5.1.2 设 扎 是 复 的 线性 赋 范 空间 , 4 : X — X 是 线性 算 子 , X € C. 

(1) 车 和 I 一 4 是 正则 算 子 , 则 称 和 是 4 的 正则 点 . 4 的 正则 点 的 全 体 记 为 p(4)， 
称 p(4) 是 A 的 正则 集 . 
(2) # M 一 A 不 是 正则 算 子 , 则 称 入 是 A 的 谱 点 , A 的 谱 点 的 全 体 记 为 c(A), 
称 c(4) 是 4 的 谱 集 . 
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(3) 特别 地 , Æ AT- A 不 是 可 逆 的 ( 即 A - 4 不 是 一 一 的 ), 称 为 4 的 特征 
值 , 4 的 特征 值 的 全 体 记 为 op(4). 

(4) Æ M — A 可 道 , 但 不 是 到 上 的 , 而 值 空间 R(AI - A) 在 X 中 稠密 , 则 称 和 
为 4 的 连续 谱 , 连续 谱 的 全 体 记 为 ve(4). 

(5) Æ M — A 可 逆 , 而 值 空间 ROAI — A) 不 在 X 中 稠密 , 则 称 X 为 4 的 剩余 
W, 其 全 体 记 为 o, (A). 

cp(4),oc(4),or(4) 分 别称 为 4 的 点 谱 、 连 续 谱 和 剩余 谱 集 . 此 外 , 若 (A-A? 
存在 , 则 称 R(A, A) = (M — A) 是 4 的 预 解 式 . 

明显 地 , 若 À € op(4), 则 存在 z Z 0, 使 得 (MX — 4)z = 0 此 时 称 z 是 A 的 相 
应 于 和 的 特征 向 量 . 称 NOA — A) 是 4 的 相应 于 和 的 特征 向 量 空间 . 

由 定义 还 知道 复 平面 C = p(4)Uc(4), 并 且 o(A) Yo (A) =Ø. 另外 cy (A), 
c (A), o, (A) 互 不 相交 并 且 


a(A) = op(A) Uce(A) Uor (A). 


算 子 谱 的 概念 和 算 子 方程 的 解 的 状况 有 直接 联系 . 算 子 方程 解 的 存在 性 、 唯 一 
性 乃至 解 关于 所 给 初始 条 件 的 连续 依赖 性 都 可 以 由 谱 来 决定 . 

定理 5.1.4 i X Banach 空间 , A € B(X). 

(1) À € p(4) 当 且 仅 当 非 齐 次 方程 


(M — A)jz =y (5.1.3) 
关于 任何 ye X 的 解 存在 、 唯 一 . 此 时 存在 常数 e > 0, 使 得 ||z|| < ellyll, 其 中 z 是 


与 y 相应 的 (5.1.3) 的 解 . 
(2) À € op(4) 当 且 仅 当 齐 次 方程 


(AT-4z=0 (5.1.4) 
有 非 零 解 . 
(3) À € cc(4)Ucr(4) 当 且 仅 当 齐 次 方程 (5.1.4) 有 唯一 零 解 而 相应 的 非 齐 次 


方程 (5.1.3) 不 是 对 于 每 个 ye X 都 有 解 . 
证 明 (1) Æ à € p(A), W (AI - A) € B(X) 并且 


(AI - AAI — A) =1, 


于 是 
z = (MI — A)”1(ÀI — A)z = (M — A)”1y, 
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并 且 
lzll = OT- A)*yl] < IAZ- A)" ll Iall. 

由 于 当 y=0 时 z= 0, 故 解 是 唯一 的 . 

反之 , 若 所 说 的 条 件 成 立 , 当 y = 0 BF, z = 0, 即 方程 (AM 一 A)r = 0 有 了 唯一 的 
0 解 或 NOAT- A)= = {0}. M — 4 是 一 一 映射 , 故 (M -4)-! 存在 . (M — Az = y 
对 于 每 个 y A, 故 M - 4 是 到 上 的 . 由 定理 5.1.1(4) 知 AI — 4 是 正则 算 子 , BI 
入 Enp(4). 

(2) 若 入 Eop(4), 则 和 I 一 4 不 可 道 (不 是 一 一 的 ), 于 是 存在 ri zz € X, zl Z z2, 
(AI — A)mi = (AI - 4)zz, 从 而 (AI - 4)(z1 - zə) = 0, 即 齐 次 方程 有 非 零 解 . 反之 ， 
3 z € X, z Z 0, (NI — A)z = 0, fB (AI — A)0 = 0, # M — A RE—— H, À € opl A). 

(3) 齐 次 方程 只 有 零 解 对 应 于 算 子 M — 4 是 一 一 的 . 不 是 对 于 每 个 ye X 有 和 解 
对 应 于 AM 一 4 不 是 到 上 的 . 故 (3) 成 立 . 

定理 5.1.5 设 关 是 Banach 空间 , A€ B(X). W 

(1) p(4) 是 开 集 ; 

(2) c(4) ERR. 

证 明 (1) ## ào € p(4), AI - 4 是 正则 算 子 . 我 们 证 明 只 要 | 和 一 和 0o| < 
Iar- Aiii 则 A 一 4 是 正则 算 子 , 从 而 Ae p(4). 于 是 p(4) 是 开 集 . 

实际 上 , E 0 = JICA- ATIA — A|, W 0 < 60<1, 考 虑 序列 


Bn = > (—1):i(AoI — ATED (A — Ao), 


其 中 (Ao I — A) CHD = (Ao — AHH. # m > n, WI 


|Bm — Ball = || XO (S1 Ao — A) (TNA Ao): 
i=n+1 
< Y IAZ- AHIA — Ao) 


i=n+1 
=| -A> 》 #0 (m,n — eo), 
i=n+1 
所 以 {Bn} 是 B(X) 中 的 Cauchy 序列 . B(X) 是 Banach 空间 , 故 存 在 B € B(X), 
im B. = B R 


B= (=I) {Ao — ATED (A Xi (5.1.5) 
i=0 
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现在 
IAI — A)B — (AI — AB, < IJAZ — All IIB, ~ BI] — co, 
所 以 


QI-AB= lim (AI — A)B, 


= lim (XT — A) [> (=I) (AoT — AJEHO (A — xy) 
i=0 
= ,lim [(À — àoM + (ào 一 A)] 


i (È (=1) (A07 ~ A) CTD (A — w) 


i=0 


= lim [[ — (~I) H Ml- A mA- A0) t] = I. 


同样 地 
B(AI — A) = lim Bu(M — A) = 1 
由 定理 5.1.1(2) 知 , M 一 4 是 正则 算 子 , 入 € p(A). 
(2) 由 von Neumann 定理 , 4 || A|| < | 和 | 时 , M 一 A 是 正则 算 子 , 故 o(4) EF 
H C 中 的 有 界 集 . 又 a(4) = C\p(4) 是 闭 集 , 所 以 c(4) 是 C 中 的 紧 集 . 
定理 5.1.6 (Gelfand-Mazur) 设 环 是非 零 Banach 空间 , A€ B(X), Wil (A) Z @. 
证 明 注意 VA € p(4), f € B(X)*, W F(A) = FAT- 4)-!) 是 复 值 函 数 . 由 
定理 5.1.5 及 f 的 连续 性 ， 
FON)=1(B)= XO (IHOA A) A Ao) (5.1.6) 
1 一 0 
1 
至 少 在 | 和 一 和 ol < TOT Ai 时 成 立 . 
于 是 , F(A) 是 p(4) 中 的 解析 函数 . 若 o(A) = ø, 则 FOA) 在 整个 复 平面 C 上 
解析 . 又 根据 von Neumann ŒM, 当 |A > ||4|| BF, 
1 


M — AHI < ——— 


故 


oaae _ _ 
WOT- AL S TT A>) 6.1.7) 


F(A) 在 C EAR. 根据 Liouville 定理 , F(A) 只 能 是 常数 . 由 (5.1.7) VE F(A) = 
0, VÀ € O, 特别 地 FF(0) = 0. 以 上 分 析 对 于 任何 f e B(X)* 都 成 立 . 
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HT X 是 非 零 空间 , B(X) 是 非 零 Banach 空间 , 从 o( A) = o RA 0 € p(4), 从 
而 A`! € B(X). 由 Hahn-Banach 定理 , 存在 f € BIX) 使 得 f(A-1) = ||A-1|| Z 
0. # F 是 与 f 相应 的 解析 函数 , 将 和 = 0 代入 FA) 在 0 点 的 展开 式 便 得 到 
F(0) = —f(A-1) Z 0, 25 F(A) 三 0 FA. 故 o (A) Z Ø. 

定义 5.1.3 #k r(4) = max A 为 算 子 4 的 谱 半 径 . 

从 几何 观点 看 , 算 子 4 的 谱 半 径 就 是 复 平面 中 以 原点 为 中 心 , 包含 o (A) 的 最 小 


圆 盘 的 半径 . 
定理 5.1.7 (Gelfand) 设 X 和 是 Banach 空间 , A € B(X), WI 


7(4) = Jim. V lAn]||. (5.1.8) 
证 明 (0) 首先 我 们 证 明 右 端 极限 存在 并 且 等 于 inf y. Sir, 令 
a= inf VA"||. 显然 地 
lim VA > int VA = a. (5.1.9) 
另 一 方面 , Ve > 0, 存在 no, 使 得 "Q/||Ano|| < a + 8. 34 n 2 no Bf, TÚ n = kno + s, 
0 < s < no, 则 
Jl A"|| = || AF2 +5|| < || AFno|| || A2|| < AFA, 


于 是 
a kn: 
VJA] < IA" ||#||AJ|# < (a +e) ™ AlI. 


令 n 一 00, 则 三 一 0 Eo 1 从 而 
lim VA"l| < ate. 
e 是 任意 的 , 故 lim VIM < a. 
总 之 ，lim yA] =a= inf yA]. 
(2) #£ X € C, | > a, 则 存在 no 和 es > 0, 使 得 当 n > no Bf, YAH] <a+e < 
|A| . 考虑 级 数 


> 六 
+! 
由 于 
— || A" 1 < |a 1 < (=) 
< — < — < oo, 
2 |== || Sir ar Sir 2 UN 
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故 存在 B € B(X), 


Ce 


An 
B=}, rm (5.1.10) 


n=0 、 
用 类 似 于 定理 5.1.5 的 方法 不 难 验证 , (MT — A)B = BOAT--4) = I, JAI B = 
(AT — AX}, A € p(A). 这 说 明 r(4) < lim WA4"|l, 并 且 


AI- A! = 3 r: (5.1.11) 
n=0 
(3) 由 (5.1.11), 当 | 和 | > a 并且 f € B(X)* 时 ， 
FM — A) -过 aca (5.1.12) 


于 是 f((XI — A)” 1) 在 区 域 {和 : | 和 | > a) 中 解析 . 但 由 (2), 
{A:|A>a} Cc{A:IA|> r(A)) c (A) 


根据 Laurent 展开 式 的 唯一 性 , (5.1.12) 即 F(A — A) 1) Æ (À : |A| > r(A)) 上 的 
Laurent 展开 式 . 由 Laurent 级 数 的 性 质 , Ve > 0, 


y risa — < oo. (5.1.13) 


n=0 
记 Bn = TEF 则 B, € B(X). (5.1.13) 说 明 Yf € B(X)", |S (Ba) 有 界 . 由 
共鸣 定理 , 存在 M, E || Bal] < M < co, 所 以 4"|| < (r(A) +e)"*M， 

im gl4"| < r(A) +e. 


e > 0 是 任意 的 , 故 lim yA] < r(A). 
总 之 ,lim VA = r(A). 
例 5.1.1 BA: $n — pr 是 线性 算 子 , 4 对 应 于 矩阵 (Qij)nxn. 对 应 于 入 Ee， 
要 么 行列 式 
det(AT — A) Z 0, 
此 时 方程 (XI — 4)z = y 对 于 任意 ye $" 有 唯一 解 , 从 而 Ó e p(4). 要 么 行列 式 


det(MT — A) = 0, 
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则 方程 (MI -~ 4)z = 0 FRE. Az, 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 仅 有 点 谱 . 记 
和 1 … Ar 是 其 点 谱 全 体 , 则 r(A) = max BAR 
例 5.1.2 i H ÆHilbert 空间 ,了 € B(H) 是 西 算 子 , 则 
o(T)c (ze C:|z| =1). 


实际 上 , 由 于 了 满足 ITzjl = jlzj Vz € H, 所 以 |T| = 1. 由 定理 5.1.3 知道 
o(T)C (ze C:|z| <1}. 
# A < 1, Ml 


I(T — AD)z|| > Tz] |À| llel] = (1 — A lel, 


由 此 不 难 知道 MT 一 人 是 一 一 的 , 并 且 RT- AI) 是 闭 的 . 同样 地 , T* 也 是 西 算 子 , 并 
H (T-AM) = T* — XI, 于 是 


I(T* — AD=|| > IIT*=l| — IX] lell = (t — |AD)I|zll: 


所 以 T* — AT 也 是 一 一 的 , 即 N(T* — AI) = (0). 由 定理 4.3.6, M — T 是 到 上 的 , 从 
ffi À € p(T). 这 说 明 o(T) C (z €C: |z| = 1). 
例 5.1.3 ( 左 移 算 子 ) 考虑 算 子 :22 >P, 
T(z1, T2, .. .) = (£2, £3, .. 小 Vz = (zi, £2, `. -) € É. 
容易 计算 出 |IT|| = 1, 所 以 o(T) c (À [A] < 1). 
VÀ € C, A| < 1, 若 令 To = (1, A, A2, ---), 则 Tzo = (X,A2,...) € P, 从 而 
Tzo = Azo 或 者 (AI 一 T)zo = 0. 由 于 To 天 0， 所 以 和 AE oy (T). 于 是 


{A : JA] < 1} C op(T) C o(T) c {A:R < 1). 


o(T) 是 闭 集 , 故 o(T) = [X : |N < 1). 
ABA = 1, # 


(M 一 T)z = (Azi — T2, AZ2 — 3, : - °) = 0, 


则 | 

T2 = AT1,Z3 = Àz2 = AXi, ZA = Am 1z1, e. 
当 zl Z 0 时 , 明显 地 z € 2, 于 是 只 有 zl = 0, 从 而 z = 0. 这 说 明 (AT - T) 是 一 一 
的 , 故 À € c, (T). 
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vy e Ë A = > 0, $y = (有 0) 使 得 Ily — y| <E, 此 时 令 
zı = 0，Z2 = —Y, ,Tnti = — (ta + Ayn-ı + 二 An) 


T= (£1, ,Zn+1,0,…), 计算 表明 (AT — T)z = y', 这 说 明 R(XT — T) # e 中身 密 ， 
所 以 入 € os(T). 
总 之 
op(T)= :A<1}, oT)= A:IA=. 


例 5.1.4 考虑 复 空间 Cla,b], 其 中 a,b AR, 定义 
T : C[a,b] — Cla, b], (Tz)(t) = tz(t),Vz € Cla,b), 


易 知 T 为 有 界线 性 算 子 . 

VÀ € C, 则 CT (À — t)z, 4 (AI — T)z = 0 Bf, f z = 0, # (M — T) 
是 一 一 映射 . 于 是 op(T) = 

# X€[a,b], Ya € C[a,b], W z(t) = ot 20, 则 ze Cfa, b]. 实际 上 


llz| < mp 


|: Ilall. 


此 时 , (M — T)z = a, 所 以 A — T ÆA ER, 和 € p(T). 

若 Ae [a,b], 和 IT 一 了 了 仍然 是 一 一 的 . 我 们 证 明 ROA — T) 不 在 Cla, b) 中 稠密 , 从 
而 = (T) = ox(T) = [a,b]. 

由 于 (M — T)a(t) = (A — t)z(t), 故 R(AI — T) 中 每 个 元 素 在 和 点 的 值 为 0. 车 
y € Cfa, b), |y(A)| > 2-1, W 


lz- yll] > |z) -yA >27, Vz € RAT 一 全 


这 说 明 y € RAIT). 

有 意思 的 是 同 是 这 一 算 子 , 如 果 所 定义 的 空间 改变 了 , 谱 集 的 情况 也 会 跟着 改 
变 . 见习 题 5 第 11 EH. 

定理 5.1.8 jÜ X 是 复 空 间 , A € B(X), Ap € p(A), 则 预 解 式 满足 

(1) R(À, A) — R(u, A) = (u — A)R(à, A)R(u, A). 

(2) # B € B(X), AB = BA, W) BR(À, A) = RON A)B. 

(3) R(A, A)R(u, A) = R(u, A)R(A, A). 
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证 明 (1) 和 ,x 是 正则 点 , 故 


R(A, A) — R(u, A) = (AI — A) 1 — (pI — A)" 
= (MI — A) (pI — A)(pI — A) 
— (M — A) (M — A) (uI — 4)-1 
= (MI — A) (pI — A) ~ (M — A))(pI — A)! 
= (p — NR(A, A)R(p, A). 


(2) BR(A, A)=(AI - A)}(AI — A)B(AI — A)-! 
=(M — A) 1B(AI-— A)(M — 4)-1 
= R(A, A)B. 


(3) 由 (AI — A)R(A, A) = RQ, A)(AI — A) AX AR(A, A) = R(X, A)A, 将 (2) 中 
的 B 当 作 R(A, A), 即 得 出 所 要 的 结论 . 

定理 5.1.9 ( 谱 映 射 定理 ) 设 X 是 复 空间 , A e BX). 若 p(A) 是 复 变量 和 的 n 
次 多 项 式 , 则 

o(p(A)) = p(o (A)), (5.1.14) 
其 中 p(A) 是 将 入 换 为 4 时 相应 的 算 子 多 项 式 , 而 
p(c(4)) = {p(A) : à € o(A)). 
证 明 # A c cz(4), 不 妨 记 


p(À) = anà” 二 +:… 二 a 和 二 ao (an # 0), 


则 有 P(AT-P = (XT 一 A)QO, A), 其 中 QA, A) 是 4 的 多 项 式 , 从 而 是 一 个 有 
界线 性 算 子 . 假若 p(A)7 — p(A) 是 正则 算 子 , WI 


(M — AJQ (A, 4)OAT 一 PC4)) ' = £, 
(PAM — p(A)) (A — A)Q(A, A) = I 


容易 知道 (MI 一 A) 与 QA, A) 及 QA, A) $ (PAM — p(4))-! 都 可 交换 , 所 以 由 上 
式 也 可 得 出 
(M — A)[Q(A, A)(p(A)1 - p(A))~?] 
= [QO, A)(p(A)1 — pA) — A) = I, 
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亦 即 是 4 的 正则 点 , 矛盾 . FÆ pO) € olp(4)) 或 者 
plo(4)) olp(A)). 
反之 , 著 uE plo(A)), N 
p- pO) = A) (un NF0 V) € (A), 
从 而 入 六 mü = 1, n), 即 每 个 p 都 是 A 的 正则 点 . 此 时 
HI — p(A) = a,( I — A) -+ (ua I — A) Z 0 


必 是 正则 算 子 . 于 是 n € o(p(A)), o(p(A)) C p(o(A)). 
总 之 等 号 成 立 . 
实际 上 这 一 定理 还 可 以 推广 到 解析 函数 或 者 连续 函数 的 情况 . 这 里 不 再 叙述 . 


5.2” 紧 算 子 的 谱 论 


紧 算 子 是 一 大 类 有 界线 性 算 子 ,线性 代数 和 积分 方程 中 过 到 的 很 多 算 子 都 是 
紧 算 子 . 本 节 我 们 叙述 关于 紧 算 子 谱 的 Riesz-Schauder 理论 ， 为 此 , 我 们 做 一 些 必 
要 的 准备 . 

it X 是 Banach 空间 , C(X) Æ X 中 的 紧 算 子 全 体 . 

引 理 5.2.1 i$ X 是 Banach 空间 , N c X 是 有 限 维 子 空间 , 则 N 是 可 余 的 ， 
即 存在 闭 子 空间 M 048 X = M @ N. 

证 明 N 是 闭 的 , 设 e1,…,en 是 N 的 一 组 基 , 对 于 每 个 ze N, 


z=aj(z)ei +--+ an(T)en, 


此 表达 式 是 唯一 的 . 容易 验证 , a1(z),….…,an(z) 是 N 上 的 线性 泛 函 并 且 每 个 a(r) 
是 连续 的 . 实际 上 , ai(z) = 0 当 且 仅 当 


Z 一 al(z)jel 十 .… 十 Qi-li(Zjei-l 十 ai+i(T)ei+l 十 十 an(Zjen， 


故 N(ai) = span{e1,…,ei-1, et+l En} 28 n — 1 维 闭 子 空间 . 
ai 在 入 上 定义 ,根据 Hahn-Banach 定理 , a, 可 延 拓 到 整个 空间 X E. 记 延 拓 后 
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首先 , Vz € X, 记 = at(z)ei +: `: + at (z)e,, I| x € N 并且 
a(z- z) = a}(2)  a}(2') = at) al) =0, 1 


TE y =z -r e€ M, Ë] z AD z = > +y. Br X = M + N. 
另 一 方面 ,车 zeM 站 N, 则 由 ze M, 故 对 于 每 个 i, z € N(a) alz) = 0, 再 
由 ze 和 N, 故 


z = a(z)ei +--+ ax (z)e, = 0, 


Ep MNN = (0). 

引 理 5.2.2 Șt X 是 Banach 空间 , A € C(X),À € C, À Z 0, W N(AI — A) 是 
有 限 维 的 , RO — A) E: X 的 闭 子 空间 . 

证 明 (1) 考虑 N = N(M - 4),XT- 4 是 有 界线 性 算 子 , 故 N 是 闭 线性 子 空 
间 . Vz € N, Az = àz, 即 A(N) = AN = N. A 是 紧 算 子 , 设 {zn} 是 单位 球 中 的 任 
一 序列 , 则 (=) 是 有 界 序列 , 并 且 A(T) = zn. 于 是 {zn} 中 有 子 序列 (za, hik 
#k. 这 说 明 N 的 闭 单位 球 是 紧 的 , 从 而 N 是 有 限 维 的 . 

(2) 由 引 理 5.2.1, 存在 闭 子 空间 M, X = M @ N. 定义 算 子 B : M — X, Bz = 
Ar — Az. 由 于 在 N 上, M-A = 0, 故 R(B) = R(X - A). 我 们 证 明 存 在 a > 
0, ||Bz|| > all|z]|, Vz € M. 

EDR, 存在 z, € M,||Bz,]|| < nijen] PRHE, 设 lleni = 1, WJ 
IIBz,|| < n 1, Bzn 一 0. A 是 紧 的 , 故 有 子 列 zw Azn 一 zo € X. 但 Ar, = 
》Xzm 一 Bzw 故 Mr 一 zo(nk 一 00). 于 是 一 方面 由 B 的 连续 性 , Bro = „im ABzn, 
= 0, 从 而 zo = 0. 另 一 方面 


lzoll = „m Ilsn, l| = Al #0, 


矛盾 说 明 有 限 的 a FE. 
若 Yn € R(B), yn > y, 不 妨 设 ya = Btn, zn € M, 则 


llym ~ ynl| = ||B(Em — z+)|| > a||z;, 一 Tn, 
{£n} 是 M 中 的 Cauchy FJI, M Bi, 故 存在 zo € M, zn > To. 令 yo = Brzo, 则 
y = lim B,zo = yo € R(B). R(B) 是 闭 的 , 所 以 R(M — A) 是 闭 的 . 


引 理 5.2.3 ” 设 X 为 Banach 空间 , A € B(X), 则 对 应 于 A 的 不 同 特征 值 的 特 
征 向 量 彼 此 线性 无 关 . 
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证 明 设 Nt Aa 是 A 的 互 不 相同 的 特征 值 , ri, ,zn 是 相应 的 特征 向 
Ë, Ti ka 0, Ar; = À>; (i = 1,- ` an). 若 Z1,` ° .Zn 线性 相关 ， 不 失 一 般 性 ， 设 
zn = 》 aizi, 则 一 方面 


i=] 
(MI = A)... (AnI — Az = (AI — A)... (Mizn — ATn) 
= (àT 一 A) ... (Àa-21 一 A)zn (Mn_1 = Àn) 


= (Al — An) -+ (M1 — An )£n Z 0; 
另 一 方面 , 它们 是 可 交换 的 , 从 而 


n—l 
(AT = A) -+ Mn Azs = (AT — A (AnI A) Y ami 
i=1 


n—1 
= y ai(A17 一 A) `... (À I-I 一 4)ci 一 0. 
i=1 


矛盾 . 由 于 任意 有 限 多 个 这 样 的 特征 向 量 都 线性 无 关 , 故 结论 成 立 . 

定理 5.2.1 it X Banach 空间 , A € C(X), 则 

(1) 4 的 非 零 谱 点 都 是 特征 值 . 

(2) o(A) 是 可 数 集 , 0 是 o(4) 唯一 可 能 的 聚 点 . 

(3) # dim X = oo， 则 0ec(4)， 

(4) 对 应 于 每 个 非 零 特征 值 的 特征 向 量 空间 是 有 限 维 的 . 

证 明 (1) 我 们 证 明 当 A Z 0 时 , ÆA - 4 是 一 一 映射 , WI M — 4 是 到 上 的 . 
由 道 算 子 定理 (A-A)! € B(X), FÆ À € p(4), 便 得 到 (1). 

令 了 = ÀI — A, 对 于 任意 正 整数 n, 


T” = (AI —- A)" 
= API — CAPTA +- + (1)"CnA" 
=\"I —B, 
其 中 B 是 4 与 一 个 有 界线 性 算 子 的 乘积 . 由 命题 3.3.1(4) 知道 B ERAT. 
根据 引 理 5.2.2, R(T") = R(A'I — B) Æ X 的 闭 线性 子 空间 , 显然 R(T"+1) c 
R(T")(n = 1,2,…-). 如 果 Vn, R(T"+!) 都 是 R(T") 的 真子 空间 , 由 1.4 节 Riesz 5| 
H, 存在 yn € R(T"), 使 得 


1 
lmll=1, don, R(T"™)) > 3. 
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注意 TT(R(T")) c R(T"), 所 以 To = Ayn — Ayn € R(T"+!). 记 
Mn — Ayn 三 了 ?+170， 
Tym = Mm — Aym = 了 Tm+T1z0，Z0)2Z0 € X. 
# m > n, 则 
Ym € R(T™) c R(T™+!), Tm+1l20 € R(T™+!) c R(T™+1), 
T"+tlyo € R(T"+1). 
于 是 


|| Ayn 一 Ayml| = I[(Ayn 一 AYm) 一 (Ttito 一 THz) 


= _ n+17Z0 _ m+1 Z0 
A llm- [+a r 3] 
> al R(T") > Èl > o. 


这 与 4 的 紧 性 矛盾 , 于 是 存在 no, R(T™+) = R(T"o). 
Vy € RCIro 1), Ty € R(T™) = R(T™+1). 不 妨 设 Ty = Toro+lz = T(T'oz),z € 
X. 由 于 工 是 一 一 的 , 则 y = Tor € R(T™), 从 而 
` R(T™71) c R(T™), — R(T"o-1) = R(T™). 


继续 这 一 过 程 最 后 得 到 R(T) = X, T 是 到 上 的 . 
(2) 只 需 证 明 , 对 于 任意 上 > 0, 


{A : A € o(A), JAL > t) 


是 有 限 集 . 若 不 然 , 由 (1) 知 , 存在 互 不 相同 的 一 列 An e o(A), [X,| > t, An 是 4 的 
特征 值 . 不 妨 设 zn 是 相应 的 特征 向 量 , rn Z 0, Az, = Xnzn (n = 1,2,…). 由 引 理 
5.2.3, {zn} 彼此 线性 无 关 , 记 Mn = span{fz £n}, 则 dim M =n. Ma 是 闭 子 
空间 并 且 Mi C Mn, Mn-1 Z Mn. 仍 由 Riesz 引 理 , 存在 


1 
yn € Mn, Jlyn|| = 1, d(yn, Mn-1) È 3 (m =2,3,:: :). 


不 妨 设 yn = 》 ainni, WI 
i=1 
n—1 


MYn — Ayn = Qnn(MnT — A)z, + >` ain(Xn 了 一 4)zi 
i=1 


n—l 
= > oa (AM 一 AÀ;)=; € M1. 
i=1 
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为 简便 起 见 , 记 和 nyn 一 Ayn = zn-_1. 类 似 地 记 
AmYym — Aym = zm-_1, zm-1 € Mm-1. 
Ëm >n, Å zn-1 € M,,_, C Mm-1, Yn € Mn C Mm-1, 所 以 
|| Aym — Aynl| = I| (Amym — Anyn) — (Zm—1 — Zna—1)l| 
mo (e 22) 


> lAmld(ym, Mm-1) > H > 0. 


= [Am| 


与 4 的 紧 性 矛盾 . 故 (A: 入 € o(4),| 和 A| > 是 有 限 集 , t > 0 是 任意 的 , 所 以 o(4) 
是 可 数 集 , 并 且 0 是 o (A) 唯一 可 能 的 聚 点 . 

(3) Æ 0 € p(A), W| 0) — A = -A 是 正则 算 子 . A AR, AK, i I= AA 是 
紧 算 子 , 这 说 明 X 的 闭 单位 球 是 紧 的 , 从 而 X 是 有 限 维 空间 , 与 所 设 条 件 了 矛盾. 

(4) # À € o(A),À Z 0, 入 对 应 的 特征 向 量 空间 为 N (AI — A), 由 引 理 5.2.2 即 
得 之 . 证 毕 . 

由 定理 5.2.1 可 知 , 对 于 任何 紧 算 子 AM À Z 0, 要么 和 ep(4), 要 么 入 Eop(4). 
这 通常 被 称 为 紧 算 子 的 Fredholm 择 一 定理 . 相应 于 算 子 方程 (和 一 4)z = y XH, 
这 相当 于 要 么 此 方程 对 任何 ye X 有 唯一 解 , 要 么 相应 的 齐 次 方程 MT — 4)z = 0 
有 非 0 解 . 这 和 线性 方程 组 的 情况 是 一 致 的 , 和 积分 方程 中 的 很 多 情况 也 是 吻合 的 . 

定义 5.2.1 i X 为 线性 赋 范 空间 , X* 是 X 的 共 辆 空间 ， 

(1) Æ z € X,z* € X*,z*(z) =0, $ r* 与 z 正 交 , 记 为 zz*. 

(2) 设 MCXNCX* 若 vzeMzeNzlLz WI M 与 NEX, 记 为 
MLN. 

特别 地 , {1} LN 时 记 为 >LN. 

定理 5.2.2” 设 XX 是 Banach 空间 , A € C(X),) Z 0, A 是 4 WRSATF. 

(1) # v € X, 则 方程 (AI — A)z = y 可 解 的 充 要 条 件 是 yLN(AT* — A*). 

(2) 若 y* € X*, 则 共 思 方 程 (和 M1* 一 4*)z* = y" 可 解 的 充 要 条 件 是 y* LN(AI 一 A4). 

其 中 NO — A*) 是 4* 的 相应 于 入 的 特征 向 量 空间 , NOA — A) 是 4 的 相应 
于 入 的 特征 向 量 空间 . 

证 明 (1) 若 (XI 一 4)z =y 有 解 z，z* € N(AT* 一 4*), 则 


7°(y) = (2°, (M ~ A)z) = (AI — A)*z*,z) 
= ((AI* — A*)z*,z) = 0, 
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B yLN(AI* — A*). 

反之 , yl N(AI* 一 A*), RANEH y e ROI — A). 若 不 然 , y € ROI — A), 由 
引 理 5.2.2, RAI — A) 是 闭 子 空间 , 根据 Hahn-Banach 定理 , 存在 z* € X, z* (y) # 0, 
但 在 RAI — A) 上 z* = 0. 由 此 , 一 方面 

y=(M-AzeRAI-A), vreX, 
从 而 
((AT* — A*)z*,z) = (z*, (AI — A)z) = z* (y') =0. 
这 说 明 (AM 一 A*)z* = 0,z* € N(AT* — A*). 另 一 方面 , H z* (y) 关 0 知 道 yLNOT* 一 
A*) 不 成 立 , 从 而 出 现 矛 盾 . 故 ye ROAI- A), 所 以 存在 z € X, 使 得 y= (AI Ae. 
(2) 若 对 于 y* € X*, HEDE OA 一 A*)z* = y* 有 解 z*, W) Vz e N(M — A), 
y"(z) = ((AI* — A*)z*,z) = (z*, (AI — A)z) = 0, 
Ë" LNO — A). 

有 反之, 若 * 上 N(AT 一 A), 对 于 任意 的 ye R(AI 一 A), 不 妨 设 y= (M 一 4)z, $ 
u¿(u) = 六 (2), 我 们 将 验证 yi 是 ROI — A) 上 的 连续 线性 泛 函 . 首先 v; 有 确定 的 
， 意 义 . 实际 上 , EBH y = (MT 一 A)z’, 则 (TA)(z — z') = 0,z — z' € N(AI — A). 
{E y*LN(M — A), 所 以 (Zz —z*) = 0,y*(z) = y*(z*), XRH yolu) H y 唯一 确定 . 

v Œ ROI — A) 上 是 线性 的 , 现在 证 明 y 连续 . Byn € RAT - A), 不 妨 


设 y = (AI — A)z,, — 0, 根据 引 理 5.2.2 中 ROI — A) 为 闭 子 空间 的 证 明 , 存在 
a > 0,||(AI — A)z|| > allzll, Bp 


lj = IT — A)znl| > allzall, 


于 是 {zn} 是 有 界 序列 . 4 紧 , 不 妨 设 Azn > zo. 对 ya, = (M 一 4)zw 两 端 取 极 
限 得 Xz 一 zo, 由 AI 一 4 的 连续 性 又 得 到 


(M — A)zo = lim A(AÀMI- A)zn, = lim Ayn, = 0. 
nk—o np —oo 
于 是 zo € NM — A), y*(zo) = 0 | K 
1 
10(un,) = YOA — AEn, = y* (En) > KY (zo) = 0. 


这 说 明 对 于 任 一 序列 y,, 一 0, 都 可 以 选 出 子 序列 {yn J Yo Un) — 0, BUE yz (Yn) 一 
0, yú 连续 . 
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根据 Hahn-Banach 定理 , 存在 z* € X*, 在 R — A) E z* (y) = và (u). 现在 对 

于 任何 ze X, 
((AI* 一 4°)", a) = (z*, (M — A)z) = (zú, (AI — 4)z) 
= yoly) = y* (z). 

故 y" = (XT* 一 4*)z*,z* ERMER. 证 毕 . 

定理 5.2.3 1 X 是 Banach 空间 , A € C(X), A Z 0, A* 是 4 的 共 轿 算 子 . WI 

(1) o(A) = o(A*). 

(2) 设 和 ,un E o(4),z 是 A 的 相应 于 和 的 特征 向 量 , z* 是 4* 的 相应 于 A 的 特 
征 向 量 , à Z u, 则 zl1z*, 从 而 N(M — A)LN(nI* — A*). 

(3) Æ À € o(A), À Z 0, WJ 

dim N(AI — A) = dim N(AI* — A*) < eo. 


证 明 (1) 注意 到 4* 也 是 紧 算 子 , 故 当 A Z 0, 入 不 是 A 的 特征 值 时 , 和 一 定 
是 正则 点 . 车 dim X < co, 相应 于 4* 的 和 抢 阵 是 相应 于 A 的 矩阵 的 转 置 , 根据 线性 
代数 的 知识 , 二 者 有 相同 的 特征 值 , 结论 成 立 . 

# dim X = œ, 由 定理 5.2.1(3), 0 € c(4), 同时 dim X* = oo, 于 是 0 € o(4*). 
WER AZO, 我 们 只 须 证 明 入 e p(4) 当 且 仅 当 À € p(4*). 

Ë À € p(4), 由 5.1 节 定 理 5.1.4(1), (AI — 4)z = y 对 于 任何 ye X AR, 从 定 
理 5.2.2 知道 yLN(AT* — 49). H y 的 任意 性 知道 N(AI* — A") = {0}, Bp AT" — A* 
是 一 一 映射 . 根据 定理 5.2.1 证 明 中 的 (1), Ar* — 4* 是 到 上 的 , 从 而 Ó e p(4*). 

反之 , 若 入 Ep(4*), W (AT* — A*)z* = y" 对 于 任意 的 y AR TEHER 
5.2.2, y*LN(AI — A). 所 以 N(AI — A) = {0}, M — 4 是 一 一 的 . 仍 由 定理 5.2.1 证 
明 中 的 (1), M- ARE, kà Epl). 总 之 , pA) = p(4*), 从 而 又 有 o(4) = o(A*). 

(2) ER z e N(À I — A),z* € N(uI* 一 A4*), 则 Az = àz, A*z* = pw*, 于 是 


Àm" (z) = (Xz,z*) = (Az, z*) 
= (z, A*z*) = (z, nz*) = uz* (z), 

BË (À — n)z*(z) = 0. H À Z n, 故 
z"(z)=0, NOT- A)1N(nI* — A). 


(3) 设 dim N(AI — A) = n, dim N(AI* — A*) = n*. 根据 定理 5.2.1(4), 二 者 都 是 
有 限 的 . 
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首先 证 明 n* < n. En = 0, 不 等 式 自然 成 立 . 3 n = 0, BB N(ÀI — A) = {0}, 
于 是 和 I - 4 是 一 一 的 . 由 定理 5.2.1 证 明 的 (1), AT 一 4 还 是 到 上 的 , BI X e o(A). 


由 上 面 的 (1), 和 Ep(4*), 故 N(AI* — A") = {0}, n* = 0, 所 以 等 号 成 立 . 


现在 考虑 n, n* 都 不 是 0 的 情况 . 设 了 T1，… Tn 是 N(AI-A4) 的 一 组 基 ， Yi, e Yne 


是 NA — A*) 的 一 组 基 , 由 本 节 引 理 5.2.1 的 证 明 不 难 知 道 存 在 rt, 


an |b =; 
s) I 0， i 
又 容易 用 归纳 的 方法 证 明 ， 存在 Yi t Yn" 使 得 
* _ = 1, i=j, 
yz (Yi) É iZi. 


实际 上 它们 分 别 是 相应 基底 的 对 偶 基 . 
ES F: X — X, 


F (z) = > To)ys, Vz € X. 


T 


m 使 得 


显然 F 是 有 界线 性 算 子 并 且 是 有 限 秩 算 子 , 从 而 F 是 紧 的 . 算 子 B = A+ F EK 


的 . 我 们 证 明 AT - B 是 一 一 映射 . 
实际 上 , 车 (AI — B)z = 0, Wi 


(àI — A)z = F(z) = Ds (2) yi. 


iH y; e NAI — A*) 得 到 


0= (M - A)z, yi) = [=e z), s) =g;(z) j=l 


nN, 


(5.2.1) 


， 代 入 (5.2.1) 得 到 (AI — A)z = 0, E] z € N(AI — A). 由 于 zzn 是 NOT — A) 


的 一 组 基 , 不 妨 设 z = Y oiz: 再 由 


i=1 


n 
aj =T} 2 = z; (z) = 0, j=l, n, 
i=l 


所 以 z = 0, AI- B 是 一 一 的 . 由 定理 5.2.1 证 明 的 (1), M — B 是 到 上 的 . 
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Ë n <n*, J z € X {iË (M — B)z = ya+1, WI) 


1 = Viti(Yn+1) = ((M — B)z, Yati) 
= ((AI = A)z, Ynti) = (FE(z) Wr1) 


= (z, MF — A*)Yn+1) 一 (Èron wn) =0. 


AHA yy € N(AT* — A*), 矛盾. 说 明 n* < n. 
现在 由 XCX*, 4 (AI — A)z = 0 Bf, 


0 = ((AI — A)s, z*) = (z, (AI* — A*)z*) 
= (z**, AT — A*)z*) = (AT — A*a, ze), Vz* eX", 


Bp (AI** — A**)z*" = 0, %& N(AI — A) c NOI™ — A**). 
1 m** = dim NA — A**), FÆ n < n**. 但 类 似 于 上 面 的 证 明 可 知 n** < n*. 
由 此 n < n*. 总 之 , n = n*. 证 毕 . 
例 5.21 考虑 空间 2 上 的 线性 算 子 À: P — P, 


Xo T 
Az = CEDE Vz = (z1, Z2, ` ` `) e Ë. 


IMzll = (Š ) < < (Emp) = ien 


TT 是 有 界线 性 算 子 . 设 
An: Ê >P, Anz = (a, 2... 0), 


则 Anl] < 1, An 是 有 限 秩 算 子 从 而 是 紧 的 . 由 


首先 


Oo 
llA,, — A|| = sup |(An -All = sup | X 
llzlls lg AS 


1 
2 
5 T < —— > 0, 
< mp = [ > ar) n+1 


i=n+1 


4 CERAT. 
# en = (0,…,0,10,.…), 则 Aen = en. 由 定义 , + 是 4 的 特征 值 , ev 是 相应 
1 n n 


的 特征 向 量 . 
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Vz € Ë, Az = 0 仅 当 z = 0 于 是 4 是 一 一 映射 , 0 不 是 特征 值 . 注意 4 不 是 到 

上 上 的. 例如 , 对 于 wo = (Li E, $ Azo = yo, 则 应 有 zo = (1,1…). 但 

zo é 12, 因此 0 是 谱 点 . 我 们 将 证 明 o, (A) = f: n> ') ,从 而 c(C4) = op(4)U{0}. 
实际 上 , EA Z01322: 则 要 使 AT ~ Az = 0, Bl 

| (AI — A)z = X(zi,zə,;.-) — (zı, m S... ) 

= (A — Dr, CQ- 3) ra--)=0 


必须 zi = za ==… = 0, B] z = 0. 这 说 明和 AI 一 4 是 一 一 的 , 由 定理 5.2.1(1) 的 证 明 ， 
AI — A 是 到 上 的 , 从 而 À € p(4). 
最 后 , 对 于 Xn = L, 考虑 (MT_4iz=0 的 z Anz = Az, Ep 


r, T T2 T 
(2,2) = (R Fee) 
Fizn BET = 于 ,必须 ri = 0, 故 满足 上 面 式 子 的 > 具有 形式 (0,…,0,zn,0,…) 
HK z = znen. 于 是 


NA 一 4) = span{en}, dim N(àÀnI — A) =1, nèl. 


5.3” 自 伴 算 子 的 谱 论 


本 节 我 们 讨论 复 Hilbert 空间 上 的 自 伴 算 子 . 

定理 5.3.1 # H K MHilbert 空间 , A € B(H), A* 是 4 的 伴随 算 子 , 则 

(1) p(A*) = {A:Aep(4)}， 

o(A*) = (X: À € o(A)). 

(2) 若 z 是 4 的 相应 于 入 的 特征 向 量 , y 是 4* 的 相应 于 的 特征 向 量 , À Z p, 
则 zy. 

证 明 (1) 只 需 证 明 第 一 式 . 若 cE p(A), 和 I 一 A 是 正则 算 子 , 此 时 (AI — 4)* = 
ÀI 一 A* 正则 , 故 入 Ee p(4*). 此 即 


(5.3.1) 


{A : A € p(A)} C p(4*). 


另 一 方面 (4*)* = A, 于 是 (XN: À € p(4*)} C p(4*) = p(A), MIRA 
到 p(4*) c {XA: 入 Ep(4)}, 从 而 得 到 等 式 . 
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(2) # (AI — A)z = 0, (uI — A*)y = 0, z # 0, y # 0, WJ 


A(z, y) = (Az, y) = (Az, u) = (z, A*y) 


= (x, py) = B(z,1). 


于 是 (À — B)(z,z) = 0, À # F, 故 (z,y) = 0, 从 而 z1. 
定理 5.3.2” 设 五 是 Hilbert 空间 , A € B(H) 是 自 伴 算 子 . 则 
(1) 4 的 谱 点 都 是 实数 , 特别 地 A 的 特征 值 都 是 实数 . 
(2) 对 应 于 不 同 特 征 值 的 特征 向 量 彼 此 正 交 . 
(3) or(4) = Ø. 
证 明 (1) VA € O, z € X, 由 自 伴 性 


(QT A)z,z) — (z, (A — A)s) 
= Allal? — (Az, z) — Jlizll? + (z, Az) 
= 2ilm)A||=]|2, 


其 中 ImX 是 A 的 虚 部 . 于 是 


2|ImAlllzll? < |((AT ~ A)z,z)| + |(z, (MT — A)z)| 
<2||(AI — A)zl| lz 


或 者 
IIZ — A)zl| > |ImA| jz|| 


由 此 知道 当 Im 和 A 头 0 时 条 一 4 是 一 一 的 . 此 外 令 (AI — 4)z = y, WJ 
IIT — A) !g|| < [EmA] lyli 


(XT - A)! 是 有 界 的 . 此 时 和 I - A 的 伴随 XI - 4 也 是 一 一 的 . 由 定理 43.6, 
RAT 一 4) = H, RẸ (M — A) 1 WARE, ROAI -— A) = H. 于 是 MX — 4 RE 
则 的 . 矛盾 即 说 明 ImA = 0, o(A) c R. 

(2) 4 是 自 伴 算 子 , A" = A. 车 z,y 是 相应 于 A, n 的 特征 向 量 , 由 (1), A, n 为 实 
数 , XZ B, 即 Ó Z p. 由 定理 5.3.1(2) 即 得 到 所 要 的 结论 . 

(3) 若 Xe =, (A), 由 (1), 入 是 实数 , 从 而 (A-A) = M-A. hF ROI- A) Z H, 
由 定理 4.3.6, 


NOI- A) = ROT- A # (0), 
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于 是 € op(4), 矛盾 . 

为 了 更 精细 地 考察 自 伴 算 子 谱 点 的 特性 , 我 们 引进 下 面 概 念 . 

定义 5.3.1 i$ H EHilbert 空间 , A € B(H), RRE 

w( A) = ((Az,z): x € H, |jz|| = 1} (5.3.2) 

为 4 的 数值 值 域 . 称 RA = sup(lul : u E€ w(4)} 是 算 子 4 的 数值 半径 . 

定理 5.3.3 {$ H ÆHilbert 空间 , A € B(H) 是 自 伴 算 子 , 则 

(1) o (A) c w(4), 特别 地 , o(A), w(4) 都 由 实数 构成 . 

(2) Ra = ||All. 

证 明 (1) 注意 (Ar, 1) 是 实数 , 我 们 证 明 当 X € w(4) PP A € o(A). É d = 
d(X,ə(A)) = df |) nl, W a > 0. E z # 0, MI 


2 一 | 和- 了 2 
dall < k (A) le 


= |A(z, z) — (Az, x)| 
= |((M - A)z, x)| 
< [IAZ ~ A)zl| llzll. 
于 是 
dllzl|l < IIQT — A)zll. (5.3.3) 


类 似 于 定理 5.2.2(2) 的 证 明 我 们 知道 RA - A) 是 H WATZE. M-A 
还 是 到 上 的 . 若 不 然 , 由 Riez 表现 定理 , FE y € H, lull = 1, 使 得 Vz € H, 


A= Alyl = (Ay, y) € (A), 


与 所 设 矛盾 . 于 是 M - 4 既是 一 一 的 又 是 到 上 的 , 由 逆 算 子 定理 , (A — 4)-! 是 有 
界 的 . 所 以 à € p(4). (1) 成 立 . 
(2) Vu € w(A), FÆ z € H, ||æl| = 1, = (Az; z). 于 是 


l| = |(Az,z)| < |All llzl|? = IIA, 


# Ra = supíl|u| : u € w(A)} < IAI. 
另 一 方面 , 设 Ra = a, W |(Az,z)| < allz||?. 根据 定理 4.3.8, 


|All = sup |(Az,z)| < a = Ra. 
Isllsi 
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证 毕 . 

定理 5.3.4 设 互 是 Hilbert 空间 , A é B(H) 是 自 伴 算 子 , 则 M,m es co(4), 其 
P M= S e T S A 

证 明 这 里 仅 证 明 M es c(4), 对 于 m es c(4) 可 类 似 证 之 . 

É B = MI - À, N 


(Bz,z) = M(z,z) — (Ax, £), Vz € H. 
根据 M 的 定义 , 显然 (Bz,z) > 0 并 且 


inf (Bz,z) = 0. (5.3.4) 


llall=1 
现在 , # t 是 任 一 实数 , 则 


(B(tBz + z),tBrz + z) 2 0, 


即 
£2(B?z, Bz) + t(Bz, Bx) + t(B2z, z) + (Bz,z) > 0. 


H BB 的 自 伴 性 得 到 


t? (B2rx, Bz) + 2t(Bz, Bz) + (Bx, z£) > 0, 


各 项 系数 均 为 实数 , 故 


(Bz, Bz)? < (B2z, Bz)(Bz,z). (5.3.5) 


于 是 
IIBe||* = (Bz, Bz} < ||BIPllæl]? (Bz, z)l. 


由 (5.3.4)， 
inf ||Bzl| = 0. (5.3.6) 


lizll=1 


车 BB 是 一 一 的 到 上 的 , 由 5.1 PEM 5.1.1, 存在 a > 0, 使 得 Vz e H, ||Bz|| > allzil, 
从 而 inf ||Bzl| 2 a > 0, 5 (5.3.6) 矛盾. B 不 可 能 是 一 一 的 到 上 的 , 故 M e o(4). 


llzll=1 
推论 5.3.1 设 五 是 Hilbert 空间 , A € B(H) 是 自 伴 算 子 . 则 
(1) ra = RA = |lAl|l. 
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(2) rasa = [JAIP. 
RE ra 是 4 的 谱 半 径 , Ra 是 4 的 数值 半径 , raa 是 4*4 的 谱 半 径 . 
证 明 (1) 实际 上 由 定理 5.3.4, max(|M| ,|m|) < mp. IA| = ra 故 


Ra = sup |u| = max(|M|,|m|) < ra. 
pew(A) 


但 显然 "4 = sup | 和 | < sup |a| = RA. 再 由 定理 5.3.3 得 到 (1). 
AEoc(A) LEw(A) 
(2) 注意 到 A*A 是 自 伴 算 子 , 由 (1) 得 到 
rasa = ||A*A|| = JAIP. 


后 一 等 式 是 根据 定理 4.3.5(4). 

Ø 5.3.1 i H BHilbert 空间 , E C H 是 闭 线性 子 空 间 , E Z (0) M H. 考 
INT P: H — E, 由 于 H = E @ ELEL Z (0), WFE = e B, |lell = 
1, (Pz, z) = ||Pz||2 = ||z=||2 = 1. 又 存在 xz € Et, ||z|| = 1, Pz = 0, (Pz,z) = 0. + 
J: 0 < (Pz,z) <1. 由 定理 5.3.4, 


{0,1} c o(P) c [0,1]. 


上 述 事实 也 可 以 分 别 写成 T- P)z = 0 或 Pz = 0, 于 是 0,1 € oy (P). 

车 0< 入 <1,z = mi +r: 是 正 交 分 解 , z, € E,z>1 E, W) (AT — P)= = 0 Bf, 
Bp (A 一 1)zi + Az = 0, 故 必 有 z = zl = za = 0, M - P 是 一 一 的 . 另 一 方面 ， 
Vy € H, Ë y = y + y EXT E WEZH, y € E,y21E, 取 z= 5 it z, 则 
(M — P)z = y, M — P 8J Eñ. 于 是 E p(P). 总 之 , c(P) = op(P) = {0,1}. 

下 面 我 们 讨论 紧 自 伴 算 子 的 谱 . 

定理 5.3.5 i H ÆHibert 空间 , 4 是 紧 自 伴 算 子 . M,m 如 定理 5.3.4. 车 
M Z 0(8K m Z 0), WJ M(X m) 是 4 的 特征 值 . 

证 明 现 只 证 M, 对 于 m 可 类 似 证 明 . 

设 M 关 0, 记 互 = MI — A, 由 定理 5.3.4 的 证 明知 道 (5.3.6) 成 立 ， 故 存在 
za € H, ||z,|| = 1, lim Brn = 0. A 紧 , 于 是 有 子 列 Tn Aln, 一 zo. 由 
Bz, = Mtn — Az, 知道 Mzn。 一 zo, 于 是 Ato = „im, MAzn, = Mro. X. 
llzoll = lim Mllznsll = M # 0, 故 M 是 4 的 特征 值 , M € o, (A). 

定理 5.3.6 {$ H ÆHilbert 空间 , A 是 紧 自 伴 算 子 . 则 

(1) 存在 有 限 或 无 穷 非 0 实数 序列 {An}, An 是 4 的 特征 值 ， 


| 和 il |Xa| 2 -::. 
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车 {An} 是 无 穷 的 ， 则 An — 0. 相应 地 存在 规范 正 交 序列 {en}, 使 得 Aen = Mnen, 并 
EBE vzre HR, v 
Ar = y` An(Z,en)en. (5.3.7) 
n=l 


(2) Æ Pa 是 H Ph en 张 成 的 线性 子 空 间 上 的 投影 算 子 , 则 


° 
A= Y XP, (5.3.8) 
n=1 


(3) Æ 0 不 是 4 的 特征 值 , 则 {en : n > 1} 是 H 的 正 交 基 . 
证 明 (1) 不 妨 设 A Z 0, Æ M = max{|M1,|ml} = |All, 由 定理 5.3.5, A 
是 特征 值 ， 设 er 是 相应 的 特征 向 量 , ||e,|| = 1, 4el = e 令 Qi = span{ei}, 
H, = (z EH:zlei), 则 Qi, Hi 是 HH 的 闭 线 性 子 空间 并 且 A(H,) c H. 实际 上 
reM, M 
(Ax, e1) = (z, Ae1) = À (£, €1) = 0. 


所 以 Ax E€ Hi. 

于 是 H, 仍然 是 Hilbert 空间 . 定义 A = Am, 显然 A, 仍 是 在 HM 上 的 紧 自 
伴 算 子 . 若 A = 0, 则 vr c H, 根据 投影 定理 x = q + hi, 其 中 €Q, h € R... 
此 时 


Az = 4q + Ah; = `q 


= (q1, €1)e1 = N(x, ei)el. 
# A Z 0, W || A, || #0. WZ > = ||Aill > 0, 此 时 
li| = A 2 1Alal| = IA] = | Al. 
由 定理 5.3.5, 和 2 是 特征 值 . 不 妨 设 ea e Ha, |lez|| = 1, hiez = Xee2， 
Q> = span{el,e2}， H = (z € H : z Qo), 
此 时 同样 有 A(H2) C H>. # A = Alm = 0, 类 似 于 上 面 的 证 明 
Az = ài(z,e1)e1 + Mlser)es, — Vz e H. 
# Ar Z 0, 继续 以 上 过 程 作出 43,…. 如 果 在 有 限 次 之 后 有 An = 0, 则 


Az = 5 A, (z, ei)ei (5.3.9) 
i=l 
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定理 5.3.6(1) 成 立 . 否则 , {An} 是 无 穷 的 , 并 且 Al > | 和 2| 2 … H Q, 5 H, BJ 
EX, 对 应 的 特征 向 量 {en} 两 两 正 交 , 其 中 Aen = Anen 此 时 必 有 An 一 0. ER 
然 , 如 An] 2 ó > 0 对 于 无 穷 多 个 n 成 立 , 由 于 AenlAem(n Z m), R 


liAen — Aeml|? = ||Aen ll + ||Aemll? 
= [An]? + làm]? > 262 > 0, 


与 4 的 紧 性 矛盾 . 
现在 设 Qo = span(e, : n > 1}, Hw = (z € H : z=1Q-), W Alun = 0. 实际 上 
#r ze Hæ, M zL, 从 而 ZLQ@n, 于 是 z € H,(n 2 1), A(H,,) C Hn, 由 此 得 出 


(Az,z) = ((Aln.)z,z) < |lAla, 1| llel? = In] liz] — 0. 


于 是 Vz € Hç, (Az,z) = 0. 将 4 看 成 Hilbert 空间 Ho EB H 35638 T, 直接 应 
用 极 化 恒等式 得 到 4 = 0. Vz € H, 令 T = qo + ho, 其 中 do € Q<, hæ € Hæ, 
则 


De 
Az = Aq + 4h。 = [5 Com +0 


n=1 
oo0 oo 
= D (qoo, €En) Aen = Z An (qoo, en)en 
n=1 n=l 
Oo 
一 y` An(Z,en)en. 
n=1 


(2) 设 P, 是 从 H FIH en 张 成 的 线性 子 空间 上 的 投影 算 子 , 则 
Pz = (£, en)en. 


车 A: X 只 有 有 限 多 个 , 由 (5.3.9) 
Ar = Sal, ei)ei 一 [> Nn) T, 
i=1 


于 是 
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若 {An} 是 无 穷 的 , 则 
-i 


2 2 


= sup 
llzil=1 


Ax 一 5 A;iP;z 


i=1 


2 


sup 
llzll=1 


De 
D A, (z, e;i)ei 


i=n+1 


Oo 
< mp. D> Mle, ep 


z||=1 ;n+1 


oo 
< Da sup > {(z, e) 


lzll=1 ;=n+1 


< lAn+1]? -> 0, 


A= im DAP = SONP, 
i=1 i=1 
(3) # 0 RÆ A 的 特征 值 , 则 4 是 一 一 映射 . Vz € H, 车 zlen(n = 1,2,-..), M 
Az = D Mn(z,en)en = 0, 由 此 得 到 z = 0. 由 定理 4.1.6(6), {en :n>1} 是 五 的 正 
交 基 
例 5.3.2 ”对 于 第 二 型 Fredholm 积分 方程 
z(t) = À / ` K(t, s)z(s)ds + yt), (5.3.10) 
0 


其 中 K 作为 二 元 函数 在 a < t,s < b 上 平方 可 积 , y e Lla, b], X Z 0. (5.3.10) 可 以 
简 记 为 
(TI—-AA)z=Yy (5.3.11) 
(EÈ (ATH - A)z = X” !g)), 其 中 
Az(t) = f K(t,s)z(s)ds, Vz € P2[a, b], 
0 


即 是 第 二 型 Fredholm 积分 算 子 . 由 3.3 节 的 知识 , 4 ERAT. 当 K(s,t) = K(t,s) 
时 , 4 是 自 伴 算 子 . 现在 假定 4 是 非 零 自 伴 算 子 . 

由 于 4 是 紧 的 , 根据 5.2 节 的 知识 , 要 么 (5.3.11) 对 于 任何 v € Lla, b) 有 唯一 
解 , 要 么 齐 次 方程 (1 — Ah4)z = 0 ARR. 在 前 一 种 情况 , 根据 自 伴 性 存在 至 多 可 
列 多 个 实数 Z 和 ， XE 4 的 特征 值 , 以 及 相应 的 特征 向 量 wa. 利用 正 交 化 方 
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法 , 不 妨 设 {pn : n > 1} 就 是 规范 正 交 系 , 显然 {pn;n > 1} 还 是 正 交 基 . 于 是 由 定 
理 5.3.6 


Az = > (AT, pn)pn = 5 Mn(T,pn)pn, Vz E€ L’[a,b), 
n=1 n=1 
其 中 级 数 按照 L 中 范 数 收敛 . 将 (5.3.11) 两 端 关于 o, 取 内 积 得 到 
(1 一 入 An)(z， Pn) = (ypn) 或 (z,pn) = (1 ~ AM) (y, Yn), 


所 以 
e= 5 (p, on)pn 一 D (1 一 Aàn) (y, Pn)Pn 
n=1 n=l 


是 (5.3.11) 的 解 . 
在 第 二 种 情况 , 对 应 地 有 有 限 个 和 ,和 = 1 并 且 相 应 地 (y, yn) = 0, 直接 验证 表 
明 形 如 


e= D CnPn + >` (1 — AA.) 1(z, Pn)Pn 
An =1 An £l 


的 函数 都 是 (5.3.11) 的 解 , 其 中 cn 是 任意 常数 . 


5.4 谱系 与 谱 分 解 


定义 5.4.1 Ë H ÆHilbert 空间 , {Th : -oo < À < +oo} 是 一 族 投影 算 子 ， 
满足 

(1) #' À < p, WJ T, < T,, TN E). 

(2) Vào, im Tz= 人 Toz，Yze 五 ( 右 连续 性 ). 

(3) 存在 实数 a, b, Ta = 0, T, = I. 
则 称 (T) 是 一 个 谱系 或 单位 分 解 . 

命题 5.4.1 设 (T,) 是 谱系 , 则 

(1) 4 À < u Bf, DT, = TT = Th. 

(2) 设 A = (e, B), Ta = To — Ta, W Ta 也 是 投影 算 子 . 

(3) Æ Ai, A2 是 如 (2) 中 的 半 开 区 间 , 并 且 A, D Ae = A, W Ta, Ta, = Ta. 

(4) YXo, 存在 投影 算 子 了 使 得 lim Taz = Tr, Vz € H. 

(5) Yz,y € H, F, (À) = (Taz, y) 是 在 [a,b] 上 关于 入 的 有 界 变 着 函数 . 

证 明 (1) 这 里 的 (1), (2) 可 由 定理 4.2.5 直接 得 出 . 
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(2) 车 Al = (oa, b1}, Az = (oo, b2), 如 果 A, Y A; = (aa,B]( 其 他 情况 类 似 证 
Z), W| az < o, < ba < h. 实际 计算 知道 


TA, Ta: = (Ta, ~ Ta, )(Ta, — Taa) 
= Ta, Ta, — Ta, Ta, — Ta, Ta, + Te) Toz 
= To, — Ta, — To, + Ta, 
= Ta, ~ Te, = TA, 


于 是 (3) 成 立 . 
(3) 任 取 单 调 序列 {An}, An < Antis An — Ào, 由 (2) HHN T... — Tan ERER 
+. 由 (8), m Z n 时 ， (TD 一人) 与 (Tx, a Tan EX. 由 定理 4.2.7(1), im Taz 
存在 . {An} 是 任意 的 , 故 im Dr 存在 , 此 即 (4). 
”的 任 取 分 点 ae= ào < M < < An = b, WE Ar = (Àk, Arih k = 01 一 了 
则 Ta, = 了 -Ds 是 投影 算 子 , Ta, Ta, = 0 (i Z k), 从 而 
n—1 n—1 
Y Ilaz? = || Y Tas 
k=0 k=0 


2 
= llzll°. 


由 此 得 出 


n—l 


D Tany T, y) 7 (TaT, Y)| 
k=0 
n-i 


一 n—1 
= 》 (Taz, y) = > (TA, ng 
k=0 k=0 

n—1 


= >` I(TA,z, TA.Y)| 


=0 


n—1 
< > _IITa, zl Tayl 


k=0 


nl 到 /n—1 š 
< PY PL 
< llæli llyll, 


所 以 
b 
V (Fey) < llzll llul. (5.4.1) 
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f 定理 5.4.1 HERTE (T,) 是 谱系 当 且 仅 当 存在 a,b € (—co,co), 对 于 每 个 
z € X, Q; (À) = (Taz, £) € Vola, b], Q; (À) 右 连续 , 随和 单调 递增 并 且 Q. (b) = ||zlj?2. 

证 明 (1) # (TX) 是 谱系 , 由 上 述 命题 , Q. (A) 满足 所 说 的 条 件 . 

(2) 反 过 来 , Q. (A) 的 单调 性 即 是 T 的 单调 性 . 由 Q. (A) 右 连 续 ， 


lim | 一 Todal]? = im (D 一 To)z， z) 
一 im IQ.O) 一 Q. (Ào)] =0, 
即 {Ta} 右 连续 . 最 后 由 
Q. (b) = (Tiz, £) = |z|]? = (z,z) 


知道 T, = I, k (T) 是 谱系 . 
例 5.4.1 设 H JHilbert 空间 , {PB} 是 一 列 两 两 正 交 的 投影 算 子 , 》 P, = I. 
4 一 1 


对 于 任 一 列 实数 (NJ. a < N < b. 令 


0, A <a, 
人 = P, À) >a. 
A <À 

则 (T,) 是 谱系 . 

实际 上 , T, 是 有 限 多 个 或 可 列 多 个 两 两 正 交 投影 算 子 之 和 . 由 定理 4.2.6, 定理 
4.2.7, T, 是 投影 算 子 , 并 且 当 A < p 时 ,到 -人 = 3 Po (T) 单调 增加 . 

Ao< 和 ANi<A 
车 和 > 和 0, 则 -T= Y) RP,vreHh, 
Ao <Aí <À . 

2 


= 5 IPz| < Y III, 


Ao <A SA i=m,A 


X Pa 


和 Xo<A 和 Xi 委 入 


其 中 ma = inf{i : Xo < X < à}. 显然 当 入 一 ào + 0 BF, my — co. 注意 到 级 数 
>》 |Pzl2 < llela, t 


i=1 


S Pe 
0 
Ao <À; <À + 


Ao <A <A 


lim =0 sz lim P;z = 0 
和 一 Xo+0 或 入 一 Xo t ; 


lim oT = Tx z. 于 是 (TX) 是 右 连 续 的 . 


入 一 和 o 十 
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H T, 的 定义 知道 元 = 0, T, = I, 故 (T,) 是 谱系 . 

例 5.4.2 ”考虑 算 子 族 (TA), Ta : Lla, b] — Lla, b], Taf = x, f, 其 中 Xx、 是 
(—co, A] 的 特征 函数 , 则 {Th} 是 谱系 . 

首先 , 每 个 T, 是 投影 算 子 . 实际 上 , vf,g e Da, b], TIS = x,x, f = x, f, 故 
T? = T,. 其 次 ， 


b b 
mg- f x. f8at = Í fx. 9dàt = (f, Tag), 


T, ER SHA HR, 故 为 投影 算 子 . 
# À < n, W 


COPD-OAD= | "xa fa: — f "x fa: 
= J razo, 
这 说 明 (T) 是 单调 的 .到 和 > 20, M li -Dol = f | (Pat. 由 积分 的 绝对 连 
续 性 ， Am liA - Tao) fI? = 0. {Ta} 右 连 续 . 


由 定义 容易 知道 Te = 0. 而 Tf? = f [fi dt = ||f|, Bp (T, f, f) = (f, f), 
8 T = 1 I 
定理 5.4.2 É (T,) EWR, JA) 是 [ab] 上 的 有 界 可 测 函 数 , 则 存在 算 子 
T € B(H), 使 得 ; 
(Tz,y) = f f(A)d(T\z, y), vr,y € H. (5.4.2) 


# fO) 是 实 函 数 , NT 是 自 伴 算 子 . 
证 明 ”Vz,y € H, 由 于 (Tz,y) 是 入 的 有 界 变 差 函数 , Lebesgue-Stieltjes 积分 


b 
f FATT, y) 存在 . 令 


b 
ylz, y) = f JJd(mz Y), (5.4.3) 
容易 验证 p(z,y) 是 一 . 五 线性 泛 函 . 车 | f(0)| < M,Vt € [a, B|, W 


b 
lela DI < f ON ATs, DI < M V(esy) < Mllall Ill, 


Ikoll < sup(le(z,z)| :lzll < 1,lly < 1) < M, 
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p 是 有 界 的 . 由 定理 4.3.3, 存在 TE B(H), 使 得 p(z,y) = (Tz,y), Vz,y € H, Bl) 
b 
(Tz,y) = f IAAT, y), Vz,v € H. 
E fO) 是 实 函 数 , 注意 到 T, 是 投影 算 子 , 故 
_— b _— b 
z(y) = Í roana) = Í OAT a) = ply) 


p 是 对 称 的 , T 是 自 伴 算 子 . 证 毕 . , 
对 于 定理 5.4.2 中 的 T, 今后 记 为 = f FAD. 
b a 
定义 5.4.2 KT- f FANT 是 f AFER (Ta) 的 谱 积分 . 特别 地 , 若 


b 
fO)= A # T = f MT, 是 算 子 T 的 谱 分 解 式 或 谱 表现 . 
定理 5.4.3 # f,g € Cla, |, a, 8 € ë, Wl 


b 
0) || f san < Ill, 其 中 I = max IO. (5.4.4) 
b b 
@ Í EAHA = Í FAT + f JANT. (5.4.5) 
(3) 车 11f — 川 ~ 0, 则 在 B(H) 的 范 数 意义 下 
b b 
f hoan- f f(A)dT,. (5.4.6) 
(4) f aj(A)dT = o f FAT, c € ð. (5.4.7) 
b * b 
(5) [ f roan) = J FAAN. (5.4.8) 
8 
(6) 对 于 每 个 区 间 (o, B), f dT, = To — Ta. 
(7) f f(A)g(AaT, = f FAT f JOT, (5.4.9) 
并 且 右 端 两 个 算 子 可 交换 . 


证 明 (1) 设 T= f F(NdT WJ Yz, y € H, 


b 
(Tz, y) = e(z, y) = f FAJA(Taz, y). 
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由 定理 4.3.3 以 及 上 面 命 题 (5) 及 其 证 明 ， 
IIT] = iell = sup{lp(e, Wl: llel] < 1, Illl < 1) 
b 
- «f| f JOAD) :llall < 1 lll] < ') 
` S sup{V (ezy) : Illl < 1 llull < AN < II 


(2) (5.4.5) 与 (5.4.7) 是 容易 验证 的 , (5.4.6) 由 (5.4.4), (5.4.5) 得 到 . 
(8) Vz,y € H, fB f fO)dT 的 定义 ， 


ff b NAN T ratna) 
[ f tonn my) = Í = Í IAATxz,v) 
`L jaaa, = 名 TOJadxya) 

b b 
从 而 f roan) = f FOJN. 


(4) Yz, y € H, ŒE (Taz, z) 的 单调 性 和 连续 性 ， 


(í. d7\z, = 一 [ d(T\z, £) 


= (Toz, £) — (Tax, £) = ((Ta 


= To)z, z), 


b B 
这 里 f(A) = 1 是 实 函数 , 故 f dT, 是 自 伴 的 . 同样 地 ， / dT) = (Ts — Ta) 是 自 伴 
的 . 再 由 上 式 得 到 ， ° 
f =m - 


(5) # SOA) gA) 是 阶梯 函数 , 如 有 


a = eo <Q < :: : < a, = b, 


a = ño < ñ, < +: < Bm = b, 


n—1 
fO) = Y aixa A; = (ai, @i+ıl, 


i=0 


m—1 
gMN)= È Bixa A} = (Bi, Bil. 
j=0 
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记 A; = ANA}, 由 (4)， 


[eon = E roan 


ij Aij 


= X aibi J dT, = Y aB; TA, , 
ij Sa ij 

= Y aib;Ta Ta, = (Lara) (Ears) 
i,j i 了 


b b 
= | toan, J gar 
同样 地 , 由 于 TA Ta, = TA: TA, ， 又 可 得 到 
b b b 
f f(A)g(NdT = f g(A)dTa J FANAT. 


Ifall < M, gm < M, 则 


Ifngm — fgll < M|If, — fll + Milga ~ g| 0 (n,m — eo). 


对 于 等 式 ， ， ; 
f f. (A)9m (A)T, = f fd f gn NdD, 


两 端 取 极 限 , 由 (5.4.6) 知道 
b b 
S IOA = im. Í hon WaT 
= lim f (MT, lim f dm 
b ° b ° 
= Í roya, Í gar 


由 阶梯 函数 情况 的 交换 性 知道 后 面 两 个 算 子 是 可 交换 的 . 

定义 5.4.3 i H 是 Hilbert 空间 ， 称 线性 算 子 了 : H 一 H 是 正 算 子 . 若 
(Tz,z) > 0, Vz € H. 29 T > 0. 

定理 5.4.4 设 工 是 自 伴 的 正 算 子 , W 

(1) YS € B(H), S > 0, tB# T + S > 0. 
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(2) a > 0 时 , aT > 0. 

(3) 对 于 任 一 自然 数 n, T” > 0. 

(4) 存在 唯一 的 S > 0, 使 得 S = T, 并 且 若 BT = TB, W BS = SB( 称 5 为 
T 的 正方 根 , 记 为 S = Tà). 

(5) # T' 2 0, TT' =T'T, W TT” > 0. 

证 明 (1) 由 定义 , (1),(2) 显然 . 

(2) Æ n = 2k 是 偶数 , 由 了 的 自 伴 性 (Tnz, z) = (T*z,TKz) > 0.3 n = 2k +1 
为 奇数 , 则 (Tx, z) = (T(T*z),T*z) > 0, i T” > 0. 此 即 (3). 

(3) 为 证 (4), + TI < 1, JO < I-T < I, JI — T|I < 1. $ 


A = I-T), A= 50 一 了 十 4 Ant = Ti -T +Ap) (5.4.10) 
IE |All < 1. 归纳 地 ,车 |4sl| < 1, WI 
lAnsill < F(Z = T||+ lAn) < 1, 


所 以 Yn > 1, ||A,.|| < 1. 

I-T 是正 算 子 , An 是 关于 了 一 了 的 正 系数 多 项 式 , 从 (1),(2),(3) 不 难 知道 , An 
皆 为 正 算 子 并 且 AnAn-1 = 4 14 显然 A-A 是 1 一 了 的 正 系数 多 项 式 . NË 
A, 一 An-1 是 1 一 工 的 正 系数 多 项 式 , 则 由 


1 
An ~ An-1 = 3(An+ An-i)(An — An-1), (5.4.11) 


An+1— Án 是 I-T 的 正 系数 多 项 式 . 仍 由 数学 归纳 法 知道 ， Ant1 之 An (n 之 1), {An} 
是 单调 增加 序列 . 
现在 Vz € X，(4nz,z) 单调 上 升 并 且 


(Anz, 2)| < IIAnll lell? < Izl}, 


故 极限 lim (4nz,z) FE, 于 是 „im ((A, 一 4mjzz) = 0. 利用 5.3 节 不 等 式 
(5.3.5) 得 到 

| llA,, — Aml]t < ll A, > AmlPllEl An — Am), £), 
故 {Anr} 是 Cauchy 序列 . H 完备 , 从 而 im Anz FE , Yx € H. 由 Banach- 


Steinhaus 定理 , 存在 A € B(H), im 4nz = Ar, Vz € H 成 立 并 且 ||4l| < 
lim ||Anl| < 1. 
好 一 OO 
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由 于 (Ans, 1) > 0, t (Az, 2) = lim (Anz, 1) > 0, FFD A > 0. X 
Antiz = 5 一 了 + 局 )z 
S n> co, 两 端 取 极 限 得 到 
Az= 320-T+42)z 或 4= 0-T+49) 
i I- A= S, WJ S > 0. S ë B fB, 并 且 由 上 式 得 到 
T =(I- A)2 = S2. 

An 是 关于 I-T HEIA, 4 B 与 了 可 交换 时 , B 与 每 个 An 可 交换 , 从 而 B 

与 4 可 交换 , 所 以 B 与 5 可 交换 . 


最 后 , S 是 唯一 的 . 实际 上 , 若 另 有 St = T, WJ S, S, 可 交换 , Vz € H, y = 
(Sı — 5)zx, WI 
0=((S2 — 582)z,y) = (51 + S)(S: — S)z, y) 
= ((S1 + S)u,z) = (Siy, y) + (Sy, y). 
但 51,5 > 0, 故 必 有 (Siy, y) = (Sy,y) =.0. 车 S, 是 S, 的 正方 根 , S 是 S 的 正方 


根 ， 则 
(Siy, y) = (Siy, Siy) =0,  (Sy,y)= (S'y, S'y) = 0, 


llul? = (y.y) = ((Si = S)z,y) 
= (Siz, y) = (Sz, y) 
= (S17, S1y) — (S'z, S'y) = 0, 
El y = 0. 所 以 Sz = Siz, Vz € H, BI S = Si. 
(4) Ë T = S2, 则 ST' = T'S, 从 而 
(TT'x, £) = (ST'z, Sz) = (T'(Sz), Sz) > 0, 
故 TT' > 0. (5) 得 证 . 


定理 5.4.5 “ 设 H ÆHilbert 空间 , T € B(H) 是 自 伴 算 子 , 则 存在 谱系 (T.J, 
使 得 当 -co < À < m Bf, T), = 0; 4 M < À < eo B$, T, = I, 3F H. Ye > 0, 


M 
T= f AdTA， (5.4.12) 
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其 中 M, m 如 同 定理 5.3.4. 
证 明 # M =m,J T — mI > 0, MI-T20. FÆT =m = MI. 此 时 取 
5-1; X <m, 
I, Azm 


即 可 . 以 下 设 m < M. 
VÀ € (—co, +oo), Ë: Aa = T — AT, S, 是 A 的 正方 根 , N, 是 (Ax + Sx) 的 零 空 
B]. 则 N, 是 闭 线性 子 空间 . 定义 


0, À <m, 
I, 入 > M. 


我 们 证 明 {Ta} 即 所 求 的 谱系 . 

(1) 首先 Tx, T,, 是 可 交换 的 . 实际 上 对 于 任 一 算 子 A, 着 4 与 工 可 交换 , 则 A 
与 T, 可 交换 . 例如 , 由 T, 的 定义 , Vz € H, (A + S,)Txz = 0. 车 4 与 了 可 交换 ， 
HÚ 4 与 A, 可 交换 , 从 而 与 S 可 交换 . 于 是 


(Ax + Sx)ATyz = 4( 4 二 SA)TZ= 0. 


故 4Thz EN. DAD = Ahr sk Tx AT, = AT,. 

又 由 A,A = AA, 并 且 了 是 自 伴 的 可 得 As4* = A*A 由 类 似 的 证 明知 道 
DAT = AAT. Maka T, AT, = TA A, 故 AT, = 人 4. 同样 地 , 当 4 与 
全 可 交换 时 , 4 与 T, 可 交换 . 最 后 T,, 与 T, 可 交换 . 

(2) (T) 是 单调 的 , 假定 À > /NA € [m, M). 由 上 面 所 证 , (Aa + SA)TA = 0, 
故 

AT = -ST < 0. (5.4.13) ' 
这 是 因为 S,,T, 都 是 正 算 子 . X0 = A2 — S? = (A +S) — Sx), Ë Vz € H, 
(Ax, — Saje € Na. Ta(Aa — Sx)z = (Ay — Sx)z 或 和 (4 一 SA) = (A, — Sa), BE 


4 一 从) = S (I — T.) > 0. (5.4.14) 


XF zeH, y=T,(I — TA)z, 我 们 证 明 y=0. WH y € N, M Typy = y. X 
y = (I — T.)T,z, I-T 仍 为 投影 算 子 , 故 (I -T )y =y. 于 是 由 (5.4.13), 


(Apy, y) = (A,T,,v, y) < 0. 
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另 一 方面 由 (5.4.14), 
(Axy, y) = (AlI — Ta)y, y) > 0, 
从 而 (Any, y) < (Aay, y), ER (À — u)ly, y) < 0. fB À > u, $ (y, y) = 0, y = 0, Ai 
Ta = DN. 
由 定理 4.2.5, Ty < Th. | 
(3) {Ta} 右 连续 , 设 入 > p,m < À < M, 记 Ta, = Tx — T,, 我 们 证 明 Bz = 


im. TAAz 点 点 存在 并 且 为 0. 实际 上 当 X 减 小 时 , TA、 下 降 并 且 有 界 , 故 上 面 极限 


存在 . 
实际 计算 知道 
TT = TDD- T,) = Tas. 


ikh TA, 2 0 K (5.4.13), ATa, = AxTATA, < 0. 又 
(I 一 T,)TA, = (一 TaT 一 Tp) = Ta,, 
故 由 (5.4.14), ATA, = Al — Ta)Ta, 20. 于 是 
Ta, < TTA, SATa,- (5.4.15) 


令 入 一 人 +0 得 到 TB = uB R A,B = 0. XF z € H, $ y = Br, W Ay = 
A„Bz = 0, 从 而 


上 Sayl = (SZy, y) = (42y, y) = (Apy, Apy) = 0. 
所 以 
(A, + Sn)y = Apy + Suy = 0. 
这 说 明 y < Nu Tuy = y. T,Bz = lim T;Taxz = lim Tl — T;)z = 0, BẸ 
T, B =0, 所 以 y= Tuy = T, Bz = 0. FË B = 0, (T,) 是 谱系 . 
O sur T = Í “AAT, 只 需 验证 


M 
(Tz, x) = f AMd(Tyz, z), Vz € H. 
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对 于 任意 分 划 m-e = ìo < M <- < Àm = M, i Ak = (Ak, Ak+1], TA, = 
Tx 一 TAN 由 (5.4.15), 


A (TarT, £) S (TTA, £) S Ak+1(TA, Z, T), 
于 是 


n—1 n—1 
[> AKTA, 2, = < (Trz, z) < [> AÀAk+1 TA, 2, = . 
k=0 k=0 


n—1 
这 里 利用 了 Y Ta, = 1. 因此 


k=0 
n—1 n—1 
0 < (Tz,z) — [ Y MTAZ, z) < [> (Ak+1 — Ak)TA,Z, z) 
k=0 k=0 
n—1 
< max |Ak+a 一 Ak| PD = max |Ak+1 — kl ||zll2. 


n—1 

记 XA, 是 (Ak, Art] 的 特征 函数 , f, = X Axan f (A) = À, WI max|Ak+1 一 Ak| — 0 
k=0 

时 , ||f — fll — 0. 由 定理 5.4.3(2), 


n—1 M M 
Y ,和 XkTA， = f Ín(à)dTa 一 f 和 AdTA. 
m—e m—eE 


k=0 
FÆ (5.4.12) 成 立 . 证 毕 . 
(5.4.12) 通常 记 为 u 
T= f AdT. (5.4.16) 
m—0 


由 定理 5.4.3 和 定理 5.4.5, 对 于 自 伴 算 子 T e B(H), # (和) 是 关于 X 的 多 项 式 或 
连续 函数 , 则 下 面 关 于 算 子 函数 的 表达 式 成 立 ， 


M 
f(T) = f ,fan 


例如 , 我 们 有 f 
M M 
eT = / eXdT,, sinT = J sin À dD. 
70 一 0 


m—0 
关于 er, sin T 的 含义 我 们 已 在 5.1 节 做 过 解释 . | 
下 面 定理 表明 了 谱系 和 谱 分 解 在 研究 算 子 的 谱 性 质 方面 的 重要 作用 . 
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定理 5.4.6 j H ÆHilbert 空间 , T € B(H) 是 自 伴 算 子 , (T) 是 定理 5.4.5 
中 所 说 的 与 了 相应 的 谱系 , Xo e C. 则 

(1) ho € P(T) 当 且 仅 当 下 列 情况 之 一 成 立 ， 

© ME[m, MJ); 

Q Ao € [m, M] 并 且 存 在 [a, 8) C [m, M], a < 8, EH Ti 在 [a, 8) 上 为 常 值 . 

(2) ào € op(T) SHA ào 是 Ta 的 间断 点 , BHH Tas £ Tao-o, 此 时 特征 向 量 空 
间 N(Aol — T) = R(T 一 To-o). 

(3) Ao € oc(T) 当 且 仅 当 ào 是 二 的 连续 点 并 且 对 于 任何 a < Ao < B, Ta # To. 

证 明 (1) Ë ào € p(T), W (AI — T)! € B(H), WANE IA- T'I] = a. 
# o € [m, M|, 取 [o, B] 使得 Do € [ap] 并 且 0 < 8 — o < z-. (TA) 为 谱系 , 实际 
计算 可 知 v6 > 0, 

M 
NMI-T= J (àa — Ad. 
m—ó 


由 定理 5.4.5 的 证 明知 道 To, Ta 与 T 可 交换 , 故 


Ts — Ta = (MI -7T) (NI -TT — Ta) 
= (oI ~ T) (Ta — Ta)(àoI — T) 


p M 
= (WI - T)" f dT 人 _ Qo -Nam 

M 
= (T - T) L Xia, ë (Ao — A)T, 
= (Mf 一 mf (ào 一 入 )d7 和 ， 


从 而 


B 
/ (Ao — NdT 


max(|8 — Aol, lAo ~ oa)llTs — Tall 
Il7s -Tall . 


Hz — Tall < ||Qo 1 — T)” || 


<a 
1 
<- 


于 是 Ta = Ta, {Ta} 是 单调 的 . 故 工 在 [a, B| 中 取 常 值 . 
有 反之, 车 XoElm， M), 则 当 ó 足够 小 时 , FOA) = (À — ào)! 是 [m — ó, M] 上 的 连 
续 函 数 , 于 是 B = E (ào — À) 'ldT, € B(H). 但 


M 
(XI -T)B = 广 (ào — NAT 广 dm = J d, =I. 
m-ô m—óÓ 元 一 入 m-ô 
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同样 地 


M 1 M 
B(AÀoI 一 T) = f zan f (ào 一 入 )d7A 一 I, 
m—óë ^0 m—ő 


所 以 B = (Ao — T) ', ào € p(T). 
# Xo € [m, M] 并 且 存 在 a< Ào <B, 在 [a,8] E T, = Ta, W 


》Xo 一 入 


1 
r=] m-ô<A<a E ñ< X< M, 
线性 ， e < À < 0, 


M 
则 f(A) 连续 . 2 p = f Wan M B € BC 并且 


M 
Ool -T)B = Bol — T) = J WOo — Nan 


a B M 
= f dT, + f FAJA — M)dT, + f aT, 
m—ó a B 
= Ta — Tm-5 + Tm — Ta = I. 


所 以 B = (MI — T) 1, Ó € p(T). 
(2) 设 ào € oy (T),zo Z 0, (ào — T)zo = 0, WJ 


M 
f lAo — 2d(TAzo zo) = ((Aol — T)2zo, zo) 


m—ó 


= ((Xo7 一 T)zo, (AoT 一 T)zo) 一 0. 
于 是 Ye > 0, 
M M 
0= f lAo — Al?d(T zo, zo) > €? f d(T)zo, zo) 
和 0 十 E . Jote 
= e°((I — Taote)zo, 20) = e?||(1 — Tote)zoll?. 


故 人 +ezo = zo. 同样 可 证 T。ezo = 0, 从 而 (Taote 一 人 Do-e)zo = zo. 令 e 一 0 得 
到 (Tx, 一 人 To-o)zo = zo, zo Æ 0, $ Tx, Z Tao—o. 

反之 , # Tx, # Tho-0, 取 zo 关 0 使 得 zo € (Tx, — Tae —-6)(H). 不 妨 设 (Tx, 一 
To)yo = zo. EEF A > Ào, W TA (Tx, — Tx -0) = Tx, — Txo-0- 故 


Tazo = TX (Ty, — Tx —0)uo = (Tx, — Tào—0)Y0 = zo. 
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同样 地 ， # A < Ao, Tato = 0, 则 


M 和 Xo 一 0 M 
Tro = (/ an) To = (/ AdT\ + ào +Í xn J To = Àozo. 
m—ó -6 ào 


所 以 ào € p(T). 
从 证 明 中 知道 , T RERE Tao — TX, -o 的 值 空间 . 
(3) 由 定理 5.3.2(3), or(7) = 2. 由 谱 点 的 分 类 与 谱系 的 单调 性 知道 (3) 成 立 . 


习题 5 


以 下 设 X 是 复 Banach 空间 . 

1. T € B(X), u Æ T” 的 特征 值 , 则 有 的 菜 个 n KIRE T 的 特征 值 . 

2. T e B(X), 则 ， hm. JIR) (T)|| = 0. 

3. B TnT € BOO. mi 一 TH 一 0. # À € p(T), 则 当 n Ekt A E pT), 并 且 
Jim (AT 一 Ta) = (MT — T) 1 在 算 子 范 数 意义 下 成 立 . 

4. T € B(X) 是 正则 算 子 , 则 o (T 1) = {A7 : X € o(T)). 

5. 记 À = (ox : n 2 1) c C, sup |a,,| < co. 定义 


T: —> IL T(21, 22, °) = (Giz1,G2Z2,: : :), Vz = (En) € m. 


WEH: (1) T € BO) (2) # an — 0, W T € C(MM) (3) A C op(T); (4) o(T) = 
(5) =. (T) = ANA. 
6. #T:P — Ë, T(zi,z2,z3,: - ) = (0, zi, 22, ), Vz € È. R oy (T), oe(T), or(T). 
7. WT : C|0,1] — C[0,1], (T'z=)(t) = g(t)z(t), Vz € C|0, 1]. R o (T), 其 中 g(t) = sin zt. 
8. T e B(X), 2 =T,T 40,1, W| o(T) = (0, 1). 
9. # Ti, T; € B(X) 3 B. TYT; = Tz W 


r(TTe) <r()r(Dn), rn +T) < (n) + r (T). 
10. ië T € B(X), a € @#, k E B pr, W 
r(aT)= lalr(T), — r(T*)= (T). 
11. 设 T: L2|a,b] 一 L2[a,b], T=(t) = tz(t). 证 明 ， 
o (T) =o(T)= ab],  op(T) = or(T)= 
12. REF T : C|0,1] 一 C[0, 1] 的 谱 , 其 中 (T'zx)(t) = s(t). 
13. 试 求 积分 算 子 T € B(L?[0, 1]), Ta(t) = / ` sin 2r(t — s)z(s)ds 的 特征 信 与 特征 向 量 . 
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14. 举 出 例子 T€ B(X}, T Z 0, 但 x/|IT=|| — 0. 

15. Ë Y c 天 是 线性 子 空间 , T € B(X). ETY) C Y, 则 称 Y 是 工 的 不 变 子 空间 . 证 明 ， 
(1) 的 每 个 特征 子 空间 是 T 的 不 变 子 空间 . 

(2) Æ Y 是 T 的 不 变 子 空间 , 则 Y 也 是 . 

(3) R(T"), N(T") 是 了 的 不 变 子 空 间 . 

(4) # T, e B(X) 并 且 TT= TTi, 则 有 TD) N(T1) 都 是 了 的 不 变 子 空间 . 

16. ë Y c X 是 线性 子 空间 , Ti € B(Y), T € B(X) HE T J T 的 延 拓 . 证 明 ， 

(1) ox (TY) C oy (T), or(D) 2 c+ (T). 

(2) VÀ € ox (Ti), Ti 关于 入 的 特征 向 量 空间 是 T 相应 于 和 的 特征 向 量 空间 的 子 空间 . 
以 下 设 H 是 复 Hilbert 空间 . 

17. ÆT € B(H), {en} Æ H 的 标准 正 交 基 , 并 且 


(Ten, €m) = (Tem, en), Ym,n 2 1, 


则 T 是 自 伴 算 子 . 

18. ÆT € B(H) 是 自 伴 算 子 , WT > 0 当 且 仅 当 和 > 0, 其 中 m = inf{j : p € o(T)}. 
此 时 全 有 有 界 道 当 且 仅 当 m > 0. 

19. 验证 ， 

(1) F. 单位 算 子 7、 投 影 算 子 都 是 正 算 子 . 

(2) # T e B(H) 是 自 伴 算 子 , 则 T? > 0. 

(3) YT € B(H), TT* > 0, T*T > 0. 

(4) # T' > 0, = > 0, M aT > 0. 

(5) T > 0, S > 0, BJ T + S > 0. 

20. 车 工 是 西 算 子 并 且 工 > 0, W 


|Tz, DP < (Tz,z)(Ty,y), vr,yeH. 


21. 证 明 对 于 正常 算 子 T € B(H), ||T?|| = TH ， rT) = IT. 

22. # T € B(H), # Vz € H,(T'z,z) > 0 W (I + T)”1 存在 . 

23. 设 T € B(H), H 是 复 空间 , W (T + TT) 1 存在 . 

24. # T € B(H), o(T) C (0, oo), 证 明 存在 算 子 S c B(H) 使 得 了 = e5. 
25. $ T > 0, 证 明 |IT3|| = (ITI. f 
26. Æ u, (t) = z(t)xIo,, y; 0 < À < 1, 验证 下 面 是 第 11 题 中 的 算 子 T 的 谱系 ， 


0, À < 0, 
Tag= + ux OSASI, 


z, 入 > 1. 
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附录 A 等 价 关系 FR Zorn 引 理 


定义 A.1 Ü X ERNEA, ~” 是 定义 在 X 的 元 素 之 间 的 某 种 关系 , 满足 

(1) Vz € X, z = z( Ë BEYE); | 

(2) Yz,y € X, z ~ y, M| y ~ z (对 称 性 ); 

(3) Vz,y,z € X, z ~y, y~z, JI] z — z (传递 性 ). 

WPK “~” Æ X 上 的 等 价 关 系 . z — y 时 称 z 与 y 等 价 . 

例如 , 整数 集合 中 的 “ 同 余 ”是 一 种 等 价 关 系 , 几何 学 中 三 角形 之 间 的 “相似 ” 
是 等 价 关系 . 还 可 以 举 出 其 他 很 多 例子 . 

将 X 中 彼此 等 价 的 元 素 视 为 一 个 类 , 与 元 素 a 等 价 的 类 记 为 a, 所 有 等 价 类 的 
ZERA X 关于 等 价 关 系 “~” 的 商 集 , 记 为 X/ ~ . 换 句 话说 X/ ~ = (G: a € X). 

命题 A.1 ”两 个 类 ,be X/ ~, 要 么 圳 6 不 相交 , EZ G = b. 

证 明 #anbhz o (注意 这 里 对 于 集合 X/ ~ MA, ab 是 元 素 ; 对 于 X 而 言 ， 
a, b ERS, 故 有 此 写法 ), Bl c e anb, H ce a SNHË a — c, H c € b S03Ë c — b, hie 
递 性 得 到 a ~ b, 于 是 a € b, Amach 同 理 得 到 5 Ca Br a = b. 

EN A2 HX Ej Af, “< EENE X 的 元 素 之 间 的 某 种 关系 , 满足 

(1) Vz € X, z < z(B RH); | | 

(2) Vz,y € X, z Sy, y < 7z, 则 z=y( 反 对 称 性 ); 

(3) Yz,y,z € X, z < y, y < z, WJ z < z (传递 性 ). 

则 称 “<” 是 X 上 的 半 序 . 称 X 是 半 序 集 . 若 此 外 有 

(4) Vz,y € X,z S< y 与 y< 7 至 少 有 一 项 成 立 , 则 称 X 是 全 序 集 . 

例如 , 任 一 集合 的 全 体 子 集 构成 的 集 族 以 集合 的 包含 关系 作为 半 序 是 一 个 半 序 
集 族 . 另外 容易 知道 , 一 个 半 序 集 的 子 集 有 可 能 是 全 序 集 . z < y 又 写作 y > z. 

设 X 是 半 序 集 , 4 C X 是 某 个 子 集 , b e X. # Vz c ARA z < b, WE ÆA 
WER. 元 素 m € X RKA X 的 极 大 元 , AF334 z € X,z 2 m Bf, VA m= z. 类 似 地 
可 以 定义 子 集合 的 下 界 和 X 的 极 小 元 . 

在 很 多 问题 中 需要 确定 半 序 集 的 极 大 元 或 极 小 元 的 存在 性 . 但 一 般 说 来 极 大 元 
可 能 根本 不 存在 , 存在 时 也 不 见得 唯一 . 

例 设 X 是 平面 上 的 单位 圆 盘 . 其 中 规定 两 点 “P < Q” 当 上 且 仅 当 P,Q 位 于 
从 原点 O 出 发 的 同一 条 射线 上 , 并 且 OP 的 长 度 小 于 或 等 于 OQ 的 长 度 . 可 以 证 明 
X 是 半 序 集 . 进一步 地 , 若 圆 盘 是 开 的 , 则 X 无 极 大 元 ; 若 圆 盘 是 闭 的 , 则 圆周 上 的 
每 一 点 都 是 X 的 极 大 元 . 
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下面 引 理 给 出 了 判定 半 序 集 存在 极 大 元 的 准则 . 

引 理 (Zorn) Ë X 是 非 空 半 序 集 , 车 其 中 每 个 全 序 子 集 都 有 上 界 , 则 X 有 极 大 
元 . 

Zor 引 理 虽 称 为 引 理 , 但 实 为 公理 . 它 和 Cantor 的 良 序 公理 、Zermero 的 选择 
公理 都 是 基础 数学 中 的 基本 公理 并 且 彼 此 等 价 . 有 兴趣 的 读者 可 参看 JL.Kelley 的 、 
General Topology( 有 中 译本 ). 

为 了 掌握 Zorn 引 理 的 应 用 , 这 里 给 出 线性 空间 具有 Hamel 基 的 证 明 . 有 关 的 概 
念 可 以 参看 本 书 1.1 节 . 

命题 A.2 ”任何 非 0 线性 空间 必 存 在 Hamel 基 . 

证 明 i XX 是 线性 空间 ,X Z {0}. 记 X 中 线性 无 关 集合 的 全 体 为 m, 以 集 
合 的 包含 关系 为 半 序 ， 则 5 是 非 空 半 序 集 ， 若 9 是 m 中 的 全 序 子 集 , 不 妨 记 
A= {A :入 E Aj]. F E = Uel. Ki E 是 线性 无 关 集 , 因为 Yri an € 
E, Ë ri € Ați = 1,…,n, 由 全 序 性 , 不 妨 设 Ax < Aani = 1,…,n 一 1. 则 
T1,…,Tn € Aan, 后 者 是 线性 无 关 和 集 , 所 以 xz1,… ,zn 线性 无 关 , 故 E Eem. 其 次 由 
包含 关系 可 知已 > Ax,VÀ € A, HU E AKER. 

由 Zom 引 理 , M 存在 有 极 大 元 , WA H, 我 们 证 明 H 即 是 X 的 Hamel 基 . 实 
RE H 是 线性 无 关 集 , 若 有 某 个 ye X 不 能 用 H 中 任何 有 限 元 素 组 线性 表示 , 换 
句 话说 y 与 H 中 任意 有 限 多 个 元 素 线性 无 关 , 此 时 H' = H U (v) 是 线性 无 关 集 ， 
H' eM ŻE H' 2 H, H' Z H. 这 与 日 是 纲 的 极 大 元 矛盾 . 证 毕 . 
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商 ~ 48 


离散 度量 ~ 7,51 
L 


邻 域 9,29,55,56,69,70,89,90,92 
N 


内 部 ”9,22 
内 积 空间 1,12~14,17,19,23,37,51,52, 
132-136,141,145,162,163 


P 

平行 四 边 形 公式 ”14,86,128,162 
谱 159,162,163,168-171,173,180-182, 
185,189,192,200,202,203, 

一 半径 ”166,184 

一 系 159,189~192,197,199,200， 
202,204 

一 分 解 式 192 

一 积分 192 

点 ~ 163,168 

连续 ~ 163 

剩余 ~ 163 


Q 
PK 8,9,28,39,42,46,50,55,56,85,86,91,112， 
115,120,121,123,126,127,131,153,172,175 


R 


88 98,107,113,114,116,125,127 

一 收敛 98,107,108,111,113,115,116， 
127 

一 有 界 集 109 

一 序列 闭 113 


家 引 


一 序列 紧 ”113,127 

—* 收敛 98 

—* 序列 紧 113 

s 

上 界 81,204,205 
收敛 ”5~8,11,19,21,23~26,35,38~40,46， 
50-52,54,65,66,68,74-76,101,107,108, 
110,111,114~116,120,122,126,127,130， 
131,133,34,141,148,162,163,167,168,178 
数值 值 域 188 

一 半径 188 
算 子 29~32,34,53,55,57,58,61~64,72,73, 
78,79,92~94,98,108~110,116,117, 
119~125,131,132,143~152,154~157, 
159-161,163,164,159-164,165-170,172, 
174~179,181,183~198,200~203,205,206, 
209 

线性 ~ 116~120,122,131,143,145,， 
146,148,155,156,159,160,162,165~166, 


168,173~179 
B3t3⁄6— 192 
连续 ~ 69,73 


有 界 ~ 59,120,124,125,160 

j3t$ü— 98,116~119,131 

H~ 145~148 

R~ 120~124 

有 限 秩 ~ 120,124,125,164, 
184,185 

西 ~ 160,161,164 

正常 ~ 160~162,164,209 


‘215. 


T 
同 构 34,35,43~46,71,138,153 
等 距 一 35-~37,48,98,99,103,106， 
109,117,125,138 
凸 集 3,4,51,86~91,93,96,108,113,142,164 
HZ 3 


图 像 73 

w 
外 点 9,10 
完全 有 界 性 37 
维 数 2,3,46,80 

X 


下 半 连 续 52,61,109,122,125 
线性 1,30,40,43~46,52,55,58~60,92,97,98，, 
99,103,105,107,109,109,110,112~121,125, 
126,128,130,131,132,135,138,141~147， 
149,151-155,158,163 

一 相关 2,44,92,138,179 

一 泛 函 ”30,55~57,60,63,65,66,68， 
77~84,87~91,93,94,96,98~100,102,103, 
106,108,111,117,125,126,130,132,150, 
151,154,177,182,197 

一流 形 88 


Y 
延 拓 78~82,87,88,90,96,103,119,126,177, 
209 
保 范 ~ 120 
严格 同 ”85~87,127,128,142 
一 ， 五 线性 泛 函 ”150,153,154 


216 . 


一 致 止 98,125,127~130,153 

映射 ”10,29~35,40,43~47;50,51,53,55,57， 
61,68,69,71~73,75,92,95,96,99,103,117, 
118,120,123,125,129,131,138,151~153, 
155,164,170,175,179,183,184,186 


压缩 ~ 31,34,53 
商 ~ 50 
满 ~ 30 
单一 29 
双 ~ 30 
Z 
EZA 94 


IER 132~140,143,144,147~150,162,164, 
181,187,190~196, 

一 基 78,132,136~138,140,143,155, 
156,161~163,191,193,209 

一 投影 “132,141,196 

~e 144 
正 齐 性 泛 函 90 
正则 算 子 160~162,164,166~168,171,176, 
181,208 


一 集 168 
B# 144 
最 佳 过 近 元 84~87,97,113,127,142,164 
其 他 


Baire 性 质 27~29,52 


Banach 极限 96 

Banach 空间 23,25,34,37,42,48,52,60, 
64,69,71,75,77,86,87,92,95,96,98,109, 
110,114,116,120,121,124~126,128,129, 
131,155,160,161,163~166,167,169~172, 
181,208 

Cauchy 序列 23~27,31,35,36,38,39,47,49， 
50,60,76,113,129,136,142,149,159,161， 
164,170,178,201 

Fourier 级 数 ”65,67,68,133 

Fourier 系数 133,137 

Fourier 展开 式 134~136 

Hamel 基 2,3,52,75 

Hilbert 空间 23,37,52,78,86,96,128,132, 
136,138,142~151,153~160,162~164,165, 
186~192,194,196,200,202,206,209 
Hölder KÆR 15~19,51,57,58,65,100,123, 
156 

百 性 质 130 

Minkowski 不 等 式 16,17,19,85 
Minkowski 泛 函 ”88~90 

Schauder 基 75,77,78,124,125 

Young 不 等 式 15,17,19 

< 网 37,120,121,124 


-me yt 


[General Infornati on] 
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